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Chapitre 1
Introduction
L’emboutissage de toˆles minces et l’hydroformage de tubes minces sont deux proce´de´s
largement utilise´s pour la mise en forme de pie`ces dans les domaines nucle´aire, ae´rospatial,
ae´ronautique et automobile.
L’emboutissage d’une toˆle mince consiste a` de´former la pie`ce, qui peut eˆtre pre´forme´e,
a` l’aide d’un poinc¸on, d’une matrice, qui ﬁxe la ge´ome´trie de la pie`ce apre`s de´formation,
et e´ventuellement d’un serre-ﬂan qui permet le controˆle de l’e´coulement de matie`re. Le
jonc de retenue, servant a` freiner le glissement de la pie`ce sur une partie du serre-ﬂan,
vient parfois s’ajouter a` ces trois composants de base. Ce proce´de´ permet d’obtenir des
pie`ces de carosserie ou me´canique en grande se´rie (ﬁgure 1-1).
Paralle`lement a` ce proce´de´, le proce´de´ d’hydroformage de tubes a e´te´ de´veloppe´ depuis
la seconde guerre mondiale. Mais, ce n’est que re´cemment (aux alentours des anne´es
1990) que de nombreux eﬀorts se sont porte´s sur ce proce´de´ dans le secteur automobile.
Le principe de base de ce proce´de´ consiste en la de´formation d’un tube dans une cavite´,
de´ﬁnie par une matrice, sous l’action d’une pression interne et de pistons axiaux. Parfois,
la cavite´ est elle-meˆme controˆle´e par un piston, appelle´ contre-piston, aﬁn d’autoriser de
plus grandes de´formations.
Les pie`ces produites par les proce´de´s d’emboutissage et d’hydroformage se doivent de
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Fig. 1-1: Sche´ma de principe d’un outil d’emboutissage de carosserie automobile (d’apre`s
[Rault 75])
re´pondre a` des besoins en terme de qualite´ d’aspect et/ou structurelle. Parmi les de´fauts
pouvant apparaˆıtre lors de tels proce´de´s, les plus importants sont les proce´de´s de striction
localise´e et de plissement.
Jusque dans les anne´es 1990, les principales me´thodes de caracte´risation de ces de´fauts
e´taient expe´rimentales. Malheureusement, les me´thodes propose´es se devant d’eˆtre sim-
ples et rapides, nombre de conditions mate´rielles, ge´ome´triques et/ou proce´de´s sont ﬁxe´es
ce qui limite le champ d’utilisation des re´sultats lors de de´formations de pie`ces complexes.
De plus, les me´thodes de caracte´risation expe´rimentale ne´cessitent l’utilisation de matie`re
et d’outillage.
La tendance actuelle du secteur automobile a` re´duire au maximum les de´lais de con-
ception d’un ve´hicule et l’avance´e technologique impressionnante du domaine informa-
tique ont donc entraˆıne´ l’utilisation d’outils nume´riques base´s sur la me´thode des e´le´ments
ﬁnis, pour la simulation informatique des proce´de´s d’emboutissage et d’hydroformage.
Sans eˆtre exhaustif, on peut nommer parmi les logiciels commerciaux de simulation, OP-
TRIS, LS-DYNA, STAMPFORM, AUTOFORM, ... Cependant, si ces logiciels pre´sentent
un inte´reˆt certain pour la simulation de la mise en forme de pie`ces par emboutissage et hy-
droformage, de nombreux eﬀorts restent a` produire en terme de caracte´risation nume´rique
des de´fauts. Ce sujet a d’ailleurs fait l’objet d’un projet europe´en (Brite-Euram III,
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Computer Aided Engineering Platform for Stamping Process and Die Design - Stamping
Toolbox) et commence a` attirer l’attention de certains constructeurs et de´veloppeurs de
logiciels.
On se propose, dans ce me´moire de the`se, de contribuer a` la caracte´risation nume´rique
des de´fauts de striction localise´e et de plissement lors des proce´de´s d’emboutissage de
toˆles minces et d’hydroformage de tubes minces.
Le premier chapitre est de´die´ a` la mode´lisation de la striction localise´e. Un rap-
pel des travaux existants est eﬀectue´. Sur la base de ce rappel, l’analyse line´aire de
stabilite´ par une me´thode de perturbation a e´te´ e´tendue a` une mode´lisation tridimen-
sionnelle de l’e´quilibre me´canique. On autorise ainsi de nouveaux modes d’instabilite´,
et par conse´quent de striction localise´e. On a e´galement propose´ une me´thode aﬁn de
lever l’inde´termination lie´e a` la diﬀe´rence entre instabilite´ eﬀective et absolue lors de la
recherche de striction localise´e. Le crite`re d’instabilite´ ainsi de´veloppe´ permet la construc-
tion de courbes limites de formage servant a` mettre en e´vidence de facteurs inﬂuenc¸ant
l’apparition de striction localise´e. En notant que, lors de proce´de´s de mise en forme
par emboutisage et hydroformage, les de´formations ne sont pas que membranaires, on a
souhaite´ conclure le chapitre par une recherche d’instabilite´ lors d’un proce´de´ de ﬂexion
pure.
Le second chapitre pre´sente les diﬀe´rentes mode´lisations du plissement. On retrouve
parfois ce terme sous la de´nomination de ﬂambage localise´. Parmi les mode´lisations ex-
istantes, l’analyse me´canique de Nordlund et Ha¨ggblad a retenu notre attention. Cette
me´thode est base´e sur l’observation des variations de rotations. L’inte´gration de cette
me´thode dans le code de simulation e´le´ments ﬁnis d’emboutissage et d’hydroformage,
de´veloppe´ au LMARC dans l’e´quipe Mode´lisation et Mise en Forme, est pre´sente´e. Ces
travaux ont e´galement servi de base au de´veloppement d’un nouveau crite`re de plisse-
ment. Il a e´te´ applique´ au cas d’une plaque en compression. En l’absence de donne´es
expe´rimentales, une comparaison avec un crite`re base´ sur une me´thode de l’e´nergie est
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donne´e. Le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad souligne l’importance des termes de ﬂex-
ion intervenants dans la de´ﬁnition de la de´formation. On souhaite alors, en conclusion
de ce chapitre, ne plus de´coupler les termes membranaires et de ﬂexion. Pour cela, une
analyse line´aire de stabilite´ par me´thode de perturbation dans le cas d’une mode´lisation
du comportement mate´riel par une loi d’Illyushin est propose´e en annexe. On constate
alors rapidement l’augmentation de la dimension du proble`me a` re´soudre. En l’absence,
pour l’instant, d’une me´thode simple et rapide de re´solution de ce proble`me, seul le
de´veloppement analytique est pre´sente´.
Les crite`res de striction localise´e, par analyse line´aire de stabilite´, et de plissement, par
la me´thode de Nordlund et Ha¨ggblad, ont e´te´ utilise´s au cours de simulations e´le´ments
ﬁnis des proce´de´s d’emboutissage et d’hydroformage. Les re´sultats obtenus font l’ob-
jet du troisie`me chapitre. Dans un premier temps, l’application des crite`res de de´fauts
lors de simulations nume´riques de tests simples permet de ve´riﬁer le bon comportement
de ces crite`res par rapport a` la re´alite´ mais aussi en comparaison avec des crite`res plus
usuellement utilise´s. Par la suite, l’application de ces crite`res sur des simulations d’hydro-
fomage de tubes en T et sur un proce´de´ axisyme´trique d’hydroformage de tubes permet
de montrer l’inﬂuence du chemin de proce´de´ sur l’apparition de de´fauts. L’inﬂuence d’in-
stabilite´s nume´riques a conduit a` la de´ﬁnition d’un nouveau crite`re de striction localise´e.
Lors de simulation d’emboutissage de toˆles, l’ame´lioration de la profondeur d’emboutis-
sage d’un proce´de´ d’hydroformage de ﬂans par rapport a` un proce´de´ traditionnel est
montre´e nume´riquement a` l’aide du crite`re de striction localise´e. L’inﬂuence de l’eﬀort
serre-ﬂan sur l’apparition de de´fauts est e´galement observe´e.
Le quatrie`me chapitre est consacre´ a` un nouveau proce´de´ d’hydroformage de tubes.
Les re´sultats expe´rimentaux obtenus dans le cadre d’un stage de deux mois propose´ par
le Ministe`re de l’Educaton et de la Recherche Japonais (MEXT) sont pre´sente´s. Ces
re´sultats ont e´te´ obtenus en collaboration avec Messieurs Maneo et Patwari, e´tudiants en
Master, sous la direction du Professeur Mori de l’Universite´ Technologique de Toyohashi
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(Japon). L’inﬂuence de certains parame`tres de proce´de´s sur l’apparition de de´fauts est
pre´sente´e. La comparaison des re´sultats expe´rimentaux avec les re´sultats nume´riques
montrent la pre´cision des crite`res de de´fauts de´veloppe´s.
La conclusion ge´ne´rale de ce me´moire ainsi que les travaux ulte´rieurs pouvant en
de´couler sont aborde´s dans le dernier chapitre.
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Chapitre 2
A` la recherche de la striction
localise´e
2.1 Introduction : De la re´alite´ vers la simulation
Le phe´nome`ne de striction apparaˆıt de manie`re assez naturelle. En eﬀet, un simple
test de traction sur une e´prouvette plane permet de constater la formation, dans le
domaine plastique, a` partir d’une certaine limite de de´formation, d’une bande e´troite
appele´e ”bande de striction” (ﬁgure 2-1).
Bien que le terme de striction soit commune´ment admis pour caracte´riser cet eﬀet,
on trouve plusieurs de´ﬁnitions de ce phe´nome`ne. Ainsi le terme de striction est tantoˆt
repre´sentatif de l’amincissement localise´ [Fromentin 98], et plus souvent associe´ a` l’ap-
parition de bandes de cisaillement [Molinari 85], [Bai 82].
Toutefois, derrie`re le terme de striction se cachent deux phe´nome`nes distincts. Il
convient en eﬀet de se´parer la striction diﬀuse de la striction localise´e.
Si la premie`re correspond a` une variation assez douce de la section, la seconde se
traduit par l’apparition d’une bande e´troite ou` se concentre la de´formation [Dudzinski 90]
et correspond a` la dernie`re e´tape avant la rupture du mate´riau.
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Fig. 2-1: (a) Striction diﬀuse lors de la traction d’une barre a` section circulaire : la
variation de section s’eﬀectue sur une zone e´tendue (b) Striction localise´e dans le cas d’une
plaque en traction : une bande e´troite de localisation apparaˆıt. D’apre`s [Dudzinski 90].
Les premiers travaux concernant la striction localise´e furent expe´rimentaux. Il s’agis-
sait alors de de´terminer la formabilite´ d’un mate´riau donne´, c’est-a`-dire la de´formation
limite avant l’apparition de striction. La notion de Courbe Limite de Formage (C.L.F.)
fut alors introduite. L’objectif est de de´terminer, pour un mate´riau donne´, la limite en
dessous de laquelle on peut re´aliser un embouti sans rupture ou sans striction.
Les premiers travaux relatifs aux Courbes Limites de Formage sont attribue´s de
manie`re ge´ne´rale ([Boudeau 95], [Fromentin 98], [Col 00], [Cao 00]) a` Keeler [Keeler 65].
En re´alite´, il semblerait que Gensamer [Gensamer 46] construisit la premie`re Courbe
Limite de Formage [Col 00], mais celle-ci passa inaperc¸ue.
Il faut en eﬀet attendre les travaux de Keeler [Keeler 65], en 1965, pour que les C.L.F.
soient re´ellement utilise´es pour caracte´riser la formabilite´ des mate´riaux. Il trac¸a sur un
diagramme les de´formations principales, dans le domaine de l’expansion, pour lesquelles
une bande de striction apparaissait tre`s nettement. Par la suite, Goodwin [Goodwin 68]
comple´ta le diagramme de Keeler en trac¸ant la limite de formabilite´ dans le domaine du
re´treint. Une liste non-exhaustive de tests et de me´thodes de mesure utilise´s pour de´ﬁnir
les courbes limites de formage est donne´e dans [Boudeau 95].
Si ces courbes furent longtemps de´termine´es de manie`re expe´rimentale, les mode´lisations
du phe´nome`ne de striction (diﬀuse et localise´e) autorise`rent par la suite la construction
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de courbes dites the´oriques. Il est ainsi possible de construire a` moindre couˆt les lim-
ites de formabilite´ d’un mate´riau. De plus, les Courbes Limites de Formage the´oriques
et expe´rimentales ont permis de montrer l’inﬂuence des parame`tres de comportement
mate´riel et de proce´de´ sur l’apparition de striction localise´e. Les eﬀets microscopiques
(c’est-a`-dire l’inﬂuence de la structure polycristalline) sont mis en e´vidence par Parnie`re
et Sanz [Parnie`re 75] ; ils ont fait l’objet de travaux sur la pre´diction de striction localise´e
dans le cas d’un loi polycristalline [Boudeau 95]. Concernant les parame`tres macro-
scopiques inﬂuenc¸ant l’apparition de striction, on peut citer a` titre d’exemple les ex-
posants n et m de la loi d’e´crouissage de type Hollomon avec de´pendance a` la vitesse
de de´formation (σ = k (ε0 + εp)n
·
ε
m
) [Dudzinski 90], la pre´de´formation ε0 [Rees 01], les
coeﬃcients d’anisotropie [Zhu 98] et de manie`re plus ge´ne´rale la forme de la surface de
plasticite´ ( [Lestriez 00], [Banabic 99], [Cao 00], ...). Les Courbes Limites de Formage
e´tant inﬂuence´es par la surface de charge conside´re´e et par conse´quent par les coeﬃ-
cients mate´riaux intervenants dans les lois de plasticite´, Cao et al.[Cao 00] proposent un
me´thode originale d’identiﬁcation de ces coeﬃcients. Il s’agit d’ajuster les C.L.F. et les
contraintes limites initiales calcule´es aux donne´es expe´rimentales. Cette me´thode d’iden-
tiﬁcation a e´te´ applique´e a` une loi de Karaﬁllis&Boyce93 et semble fournir des re´sultats
corrects dans le cas d’un aluminium.
Les parame`tres de proce´de´ inﬂuenc¸ant l’apparition de striction sont le frottement
entre la toˆle et l’outil, l’e´paisseur initiale de la toˆle conside´re´e et d’autres parame`tres tel
l’eﬀort serre-ﬂan.
La striction est e´galement de´pendante du chemin de de´formation (ρ = ε2ε1
) ( voir
par exemple [Barata Da Rocha 84b], [Fromentin 98], [Mesrar 98b]). Or les Courbes Lim-
ites de Formage sont construites pour des trajets de de´formation constants. Lors de la
re´alisation d’un embouti quelconque, cette hypothe`se sur le trajet de de´formation n’est
plus valable. L’utilisation des Courbes Limites de Formage doit donc eˆtre limite´e a` la
comparaison de formabilite´ de diﬀe´rents mate´riaux ou a` la mise en e´vidence de l’inﬂu-
ence de parame`tres intervenants dans les proce´de´s de mise en forme. La comparaison
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entre un couple de de´formation (ε1, ε2) obtenu par simulation nume´rique d’un proce´de´
de mise en forme et la Courbe Limite de Formage correspondant au mate´riau conside´re´,
ne peut eˆtre eﬀectue´e qu’a` titre indicatif. Rien n’assure, en eﬀet, qu’une pie`ce suppose´e
saine, en utilisant cette me´thode, le soit re´ellement puisque les chemins de de´formation
suivis par un point lors d’un proce´de´ de mise en forme sont des chemins complexes.
Aﬁn d’e´viter la de´pendance au chemin de´formation, des Courbes Limites de Formage
en de´formation e´quivalente ont e´te´ introduites par Mesrar [Mesrar 98a]. Les re´sultats
pre´sente´s tendent a` montrer le caracte`re intrinse`que de la courbe ainsi trace´e. Fromentin
[Fromentin 98] a repris cette repre´sentation et a conﬁrme´ le caracte`re intrinse`que de la
repre´sentation de la de´formation e´quivalente critique en fonction du rapport des vitesses
de de´formation.
Les travaux expe´rimentaux et the´oriques sur les Courbes Limites de Formage ont
permis une grande avance´e dans la connaissance du phe´nome`ne de la striction localise´e.
Cependant, les Courbes Limites de Formage se re´ve`lent insuﬃsantes pour pre´dire l’ap-
parition de striction lors de proce´de´s complexes d’emboutissage ou d’hydroformage de
structures minces. On souhaite donc pouvoir pre´dire nume´riquement l’apparition de ce
de´faut aﬁn de pouvoir l’e´viter. Pour ce faire, il a e´te´ propose´ de post-traiter les re´sultats
nume´riques obtenus par la me´thode des e´le´ments ﬁnis [Boudeau 95] par un crite`re de stric-
tion localise´e. Bien e´videmment, le crite`re conside´re´ de´pend fortement de la mode´lisation
choisie.
Dans la deuxie`me partie de ce chapitre, les diﬀe´rentes mode´lisations de la striction
diﬀuse et localise´e sont rappelle´es. Partant du constat que la striction localise´e correspond
a` une instabilite´ du ﬂux de matie`re, l’analyse line´aire de stabilite´, de´ja` de´veloppe´e au
LMARC [Boudeau 95], a e´te´ choisie dans la troisie`me partie de ce chapitre pour mode´liser
la pre´diction de ce de´faut. Dans une quatrie`me partie, la me´thode d’analyse line´aire de
stabilite´ a e´te´ applique´e pour la construction de Courbes Limites de Formage dans le
cas d’un e´tat de contraintes tridimensionnelles ainsi que pour la pre´diction de striction
10
Chapitre 2. A` la recherche de la striction localise´e
localise´e dans le cas d’un mode`le de comportement couple´ a` l’endommagement et dans
le cas d’une plaque en ﬂexion pure.
2.2 Mode´lisations de l’apparition de striction localise´e
S’il est vrai que le terme de striction est un terme commune´ment admis, on trouve
dans la litte´rature diﬀe´rentes de´ﬁnitions ”mathe´matiques” de ce phe´nome`ne. A titre
d’exemple, Cordebois et Mikkelsen ne semblent pas eˆtre d’accord sur la mode´lisation de
ce de´faut :
— [Cordebois 86] : en emboutissage, apparition aux points les plus de´forme´s d’un
phe´nome`ne de localisation incompatible avec la re´alisation de la forme de´sire´e.
Ce phe´nome`ne est appele´ striction et il est conside´re´ comme une instabilite´ de la
structure emboutie ;
— [Mikkelsen 99] : la striction localise´e d’un tube e´lastoplastique sous pression interne
correspond au premier mode de bifurcation non-axisyme´trique.
S’il est vrai que les crite`res de striction diﬀe`rent suivant le proce´de´ de mise en forme des
mate´riaux conside´re´ (par exemple Swift [Swift 52] propose un crite`re de striction diﬀuse
pour un proce´de´ d’emboutissage et un autre crite`re dans le cas d’un tube sous pression),
la base de la mode´lisation se doit de rester la meˆme. Or les deux citations pre´ce´dentes
montrent que deux grandes approches s’aﬀrontent. En eﬀet pour certains auteurs, l’in-
stant d’apparition de la striction (localise´e ou non) correspond a` un point de bifurcation
d’un e´quilibre qu’il reste a` pre´ciser. Pour d’autres, il s’agit plutoˆt d’un phe´nome`ne d’in-
stabilite´. Or en mise en forme des mate´riaux, le comportement est e´lasto-plastique, et
par conse´quent cela entraˆıne une non-e´quivalence entre les proble`mes de stabilite´ et de
bifurcation [Hill 58]. Toutefois, on se rassurera en constatant que les e´quilibres e´tudie´s
diﬀe`rent suivant l’analyse choisie (bifurcation ou stabilite´). Ansi dans le cas d’un tube
sous pression interne, Chu [Chu 79] indique que l’apparition de de´faut apparaˆıtra via
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un mode cylindrique au point de pression maximum avant l’apparition d’une bifurcation
quelconque si le proce´de´ est controˆle´ en pression. Si le proce´de´ est controˆle´ en volume
interne du tube, les de´formations syme´triques cylindriquement peuvent se de´velopper de
manie`re stable au-dela` du point de pression maximum jusqu’a` ce qu’un point de bifur-
cation soit atteint.
2.2.1 Les crite`res de force maximum
Ces crite`res sont tous base´s sur les travaux de Conside`re en 1885 [Conside`re 85].
Le crite`re de Conside`re est un crite`re unidimensionnel puisqu’il a e´te´ e´tabli dans le cas
de la traction uniaxiale. Il est donc inutilisable dans le cas de la pre´diction de striction
en mise en forme des mate´riaux. Ainsi, par la suite, ce crite`re a e´te´ e´tendu a` des e´tats de
contraintes plus proches de ceux obtenus lors de proce´de´s d’emboutissage [Swift 52].
De par leur de´ﬁnition, les crite`res de force maximum ne permettent malheureuse-
ment pas de pre´dire l’apparition de striction localise´e mais uniquement l’apparition de
striction diﬀuse. Toutefois, les fondements de ces crite`res sont relativement simples et
leurs expressions analytiques s’obtiennent aise´ment. Bien que peu utilisables pour la
de´termination de formabilite´ en mise en forme des mate´riaux, ces crite`res font toujours
l’objet de de´veloppements [Knockaert 00].
Le crite`re de Conside`re : crite`re unidimensionnel
Ce crite`re e´tabli en 1885 est base´ sur l’observation de la repre´sentation de la force F
de traction en fonction de l’allongement relatif l
l
dans le cas d’une e´prouvette soumise
a` un e´tat de traction uniaxiale (ﬁgure 2-2).
On constate alors que la courbe F
l
l

passe par un maximum qui est un point de
perte de stabilite´ de l’e´quilibre. Mais, l’expe´rience montre que cette singularite´ correspond
a` l’apparition de striction diﬀuse et non pas a` l’apparition de striction localise´e.
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Stabilite
Striction
diffuse
Striction
localisee
Instabilite
Domaine
elastique
Domaine plastique
F
dl/l
Fig. 2-2: De´ﬁnition des domaines d’instabilite´ a` partir de la courbe de traction uniaxiale
pour un mate´riau standard
La force F passe par un extre´mum lorsque :
dF = 0 (2.1)
On montre aise´ment (voir annexe A) que cette condition entraˆıne :
dσ
dε − σ = 0 (2.2)
Cette dernie`re e´quation est appelle´e crite`re de force maximum ou crite`re de
Conside´re.
Le crite`re de Swift : vers un e´tat bidimensionnel
En 1952, Swift [Swift 52] proposa une extension du crite`re de Conside`re a` des cas
bidimensionnels de contraintes planes ou biaxe´es. Il a de´ﬁni alors les premiers crite`res de
pre´diction de striction applique´s a` des cas simples d’emboutissage et d’hydroformage :
— traction biaxe´e,
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— cylindre sous pression,
— gonﬂement hydrostatique,
— emboutissage de ﬂan avec un poinc¸on cylindrique.
On explicite ici une formulation ge´ne´rale du crite`re de Swift dans le cas de la traction
biaxe´e.
Soit une plaque soumise a` 2 eﬀorts de traction F1 et F2.
Notation 1 Sous l’eﬀet d’un incre´ment de de´formation, on note dσy un incre´ment de
la contrainte d’e´crouissage σy et dσ un incre´ment de la contrainte e´quivalente σ¯.
Le crite`re de stabilite´ de Swift est alors formule´e sous la forme suivante :
Si dσy > dσ alors l’e´quilibre est stable (2.3)
sinon, si dσy < dσ alors l’e´quilibre est instable (2.4)
En traction biaxe´e, l’e´tat de contrainte exprime´ par ses contraintes principales est
de´termine´ par :
σ1 9= 0 (2.5)
σ2 = α σ1 (2.6)
σ3 = 0 (2.7)
Swift e´met l’hypothe`se qu’un incre´ment de de´formation applique´ localement n’aﬀecte
pas les forces de traction F1 et F2. Cela se traduit par :
dF1 = 0 (2.8)
dF2 = 0 (2.9)
Selon Swift, les deux forces de traction s’exerc¸ant sur les bords de la plaque passent
par un maximum. Ainsi, on retrouve l’analyse de Conside`re [Conside`re 85] applique´e au
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cas bidimensionnel.
Les eﬀorts de traction sont donne´s par :
F1 = σ1S1 (2.10)
F2 = σ2S2 (2.11)
D’apre`s les notations fournies sur la ﬁgure 2-3, les surfaces sont de´ﬁnies par S1 = l1t
et S2 = l2t.
l 2 
l 1 
σ1 
σ2 
t 
Fig. 2-3: La plaque subit un eﬀort de traction sur chaque bord.
On de´duit alors de 2.8 et 2.9 avec la de´ﬁnition des eﬀorts de traction 2.10 et 2.11 :
dσ1
σ1
− dε1 = 0 (2.12)
dσ2
σ2
− dε2 = 0 (2.13)
ou` les incre´ments de de´formation sont de´ﬁnis par dε1 =
dl2
l2
, dε2 =
dl1
l1
, dε3 =
dt
t
et
ou` le mate´riau est suppose´ incompressible (i.e. dε1 + dε2 + dε3 = 0).
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La contrainte e´quivalente exprime´e en terme de contrainte principale est diﬀe´rentie´e
de la manie`re suivante :
dσ = ∂σ∂σ1
dσ1 +
∂σ
∂σ2
dσ2 (2.14)
Soit f la surface de charge telle que f (σ¯, σy) = 0, cette surface est fonction de la
de´ﬁnition de la contrainte e´quivalente σ et de la contrainte d’e´crouissage σy. Elle se
diﬀe´rencie de la manie`re suivante :
df =
∂f
∂σdσ +
∂f
∂σy
dσy (2.15)
En utilisant 2.14 et 2.15 on peut montrer que
df
dσ1
=
∂f
∂σ
∂σ
∂σ1
(2.16)
df
dσ2
=
∂f
∂σ
∂σ
∂σ2
(2.17)
Les e´quations d’e´coulement permettent d’e´crire :
dε
∂f
∂σ
=
dε1
df
dσ1
=
dε2
df
dσ2
= dλ (2.18)
On trouve alors en utilisant 2.12, 2.13, 2.16, 2.17 et 2.18 que 2.14 devient :
dσ =
% ∂σ
∂σ1
2
σ1 +
 ∂σ
∂σ2
2
σ2
&
dε (2.19)
Par analogie avec le crite`re de Swift formule´ dans le cas isotrope, on souhaite faire
apparaˆıtre la contrainte e´quivalente.
L’e´quation du travail incre´mental e´quivalent est :
σ¯dε¯ = σ1dε1 + σ2dε2 (2.20)
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L’e´quation 2.19 couple´e avec l’e´quation 2.20 fournit alors :
dσ¯ =

∂σ¯
∂σ1
2
σ1 +

∂σ¯
∂σ2
2
σ2
∂σ¯
∂σ1σ1 +
∂σ¯
∂σ2σ2
σdε (2.21)
D’apre`s 2.4 et 2.21, il y aura alors instabilite´ des de´formations lorsque
1
σ
dσy
dε <

∂σ
∂σ1
2
σ1 +

∂σ
∂σ2
2
σ2
∂σ
∂σ1σ1 +
∂σ
∂σ2σ2
(2.22)
L’analyse de Swift suppose l’annulation des incre´ments des deux eﬀorts. Cette hy-
pothe`se semble eˆtre trop restrictive dans le cas d’un chargement proportionnel en con-
traintes, ainsi une nouvelle formulation du crite`re a e´te´ propose´e par [Hora 96].
Le crite`re de Hill : un crite`re bidimensionnel de localisation
En 1952, Hill [Hill 52] a repris le crite`re de contrainte maximum aﬁn de de´terminer
l’apparition de striction. Mais une condition de localisation a e´te´ rajoute´e. En eﬀet,
ce crite`re est base´ sur l’observation expe´rimentale montrant que la striction localise´e
se de´veloppe suivant une bande d’extension nulle. La de´formation s’eﬀectue alors au
de´triment de l’e´paisseur. On ne de´veloppera pas ici ce crite`re puisque les travaux de
Hora [Hora 96] de´veloppe´s dans la partie suivante reprennent la condition de localisation
formule´e par Hill.
Le crite`re de Hora : un crite`re de force maximum modiﬁe´
Hora et al. [Hora 96] se proposent de modiﬁer le crite`re de contrainte maximum en
observant que l’e´tat de de´formation dans la bande de localisation tend vers un e´tat de
de´formation plane. On retrouve dans cette e´tude la condition de localisation formule´e
par Hill [Hill 52].
Hora e´met l’hypothe`se que la striction apparaˆıt lorsque l’une des forces de traction
exprime´e dans le repe`re principal des contraintes est maximale. On admet que la force F1
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de traction est la force atteignant la premie`re un maximum. L’expression de la condition
d’instabilite´ est alors la meˆme que dans [Conside`re 85] :
dF1 = 0 (2.23)
⇒ dσ1
dε1
− σ1 = 0 (2.24)
Notation 2 Soit ρ = dε2
dε1 le chemin de de´formation incre´mental.
L’e´tat de de´formation se doit d’e´voluer vers un e´tat de de´formation plane. Cette trans-
formation de l’e´tat de de´formation s’obtient par un changement de l’e´tat de contrainte.
Il y a alors un eﬀet d’e´crouissage additionnel pour lequel Hora [Hora 96] propose que
la contrainte σ1 de´pende du chemin de de´formation incre´mental ρ et de la de´formation
principale ε1 (i.e. σ1 = σ1 (ε1, ρ)). Le crite`re 2.24 devient alors :
∂σ1
∂σ
∂σ
∂ε
dε
dε1
+
∂σ1
∂ρ
dρ
dε1
− σ1 = 0 (2.25)
Brunet et al. [Brunet 98] proposent d’ame´liorer la condition de localisation en con-
side´rant la loi d’endommagement de Gurson-Tvergaard dans les e´quations de comporte-
ment dans le cas de mate´riaux orthotropes et sous l’hypothe`se des contraintes planes.
Nous n’allons pas ici rappeller ce mode`le d’endommagement, le lecteur inte´resse´ pourra
se reporter a` [Gurson 77], [Brunet 98], [Brunet 96], ...
Notation 3 Soit σy la contrainte d’e´coulement du mate´riau vierge et soit q la contrainte
eﬀective selon Gurson.
Remarque 4 On reviendra par la suite sur la notion de contrainte eﬀective pour le cou-
plage d’une me´thode de de´tection de striction localise´e avec le mode`le d’endommagement
de Lemaˆıtre.
Remarque 5 Dans le cas d’un mate´riau non-endommage´, on a e´galite´ entre contrainte
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eﬀective et contrainte d’e´coulement :
σy = q
En prenant en compte l’endommagement selon Gurson-Tvergaard, le crite`re de stric-
tion 2.25 s’e´crit sous la forme :
∂σ1
∂q
∂q
∂σy
∂σy
∂ε
dε
dε1
+
∂σ1
∂ρ
dρ
dε1
− σ1
σy
q
= 0 (2.26)
A` partir des e´quations de comportement et d’endommagement, de la loi d’e´crouissage
et des de´ﬁnitions de la contrainte e´quivalente et de la de´formation e´quivalente, il est alors
possible d’exprimer de manie`re analytique le crite`re de pre´diction de striction localise´e.
Dans le cas d’un mate´riau de type aluminium obe´issant a` la loi de comportement
orthotrope quadratique de Hill48, les Courbes Limites de Formage calcule´es sans prise
en compte de l’endommagement semblent surestimer la formabilite´ du mate´riau (ﬁgure
2-4).
Fig. 2-4: Comparaison the´orique et expe´rimentale de la pre´diction de formabilite´ dans
le cas d’un acier mi-dur [Knockaert 00]
Ce re´sultat est conﬁrme´ par les travaux de Brunet et al. [Brunet 96] bien que la
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prise en compte de l’endommagement diminue fortement la limite de formabilite´ (ﬁgure
2-5). Toutefois dans le cas d’un acier doux (ﬁgure 2-6), la comparaison entre les Courbes
Limites de Formage expe´rimentales et the´oriques avec et sans endommagement tend a`
prouver l’eﬃcacite´ du crite`re de Hora couple´ a` la surface de charge propose´e par Hill en
1948 (ce mode`le est re´fe´rence´ sous le nom de Hill48) [Brunet 97a].
Fig. 2-5: Comparaison de Courbes Limites de Formage the´oriques et expe´rimentales
pour un aluminium [Brunet 96] (a : Hill48 sans endommagement ; b : Barlat89 sans
endommagement ; c : Hill48 avec endommagement ; d : Barlat89 avec endommagement ;
e : expe´rimental).
L’utilisation du crite`re de Hora a e´galement e´te´ applique´ dans le cadre d’une e´tude
analytique d’un proce´de´ d’hydroformage de tubes [Thibaud 01].
2.2.2 L’analyse en bifurcation
Cette mode´lisation suppose que la striction localise´e apparaˆıt lorsqu’une bande, limite´e
par deux surfaces singulie`res, se forme. Ces surfaces peuvent se de´placer dans le solide,
on parle alors d’ondes.
Les premiers travaux concernant les ondes d’acce´le´ration (ondes pour lesquelles cer-
taines de´rive´es d’ordre 2 sont discontinues a` travers la surface singulie`re) sont dues a`
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Fig. 2-6: Comparaison de Courbes Limites de Formage the´oriques et expe´rimentales
dans le cas d’un acier [Brunet 96] (a : Hill48 sans endommagement ; c : Hill48 avec
endommagement ; e : expe´rimental).
Hadamard [Hadamard 03] dans le cas d’un comportement e´lastique. Par la suite [Hill 62]
et [Rice 76] e´tendirent cette approche aux solides e´lastoplastiques.
Sur cette base, Sto¨ren et Rice [Sto˝ren 75] propose`rent alors une analyse prenant en
compte l’inﬂuence des grandes rotations sur la perte d’unicite´. La striction localise´e est
alors conside´re´e comme un proble`me de bifurcation du mode de de´formation homoge`ne.
Aﬁn que les modes de de´formation puissent eˆtre associe´s au phe´nome`ne de striction
localise´e, il faut rajouter un plan de singularite´, appelle´ plan de bifurcation, a` travers
lequel le champ des vitesses est discontinu. Il a alors e´te´ montre´ par Sto¨ren et Rice
[Sto˝ren 75] puis Hutchinson et al. [Hutchinson 78a] que les re´sultats obtenus semblent
meilleurs en utilisant la the´orie de la de´formation plutoˆt que la the´orie de l’e´coulement.
Cependant, dans le domaine du re´treint, la pre´diction de formabilite´ utilisant le mode`le
de Sto¨ren et Rice (ou mode`le-SR) paraˆıt irre´alliste [Dudzinski 90]. La validite´ dans le cas
bi-dimensionnel de l’analyse de bifurcation pour la recherche de striction localise´e dans
le domaine de l’expansion a, quant a` elle, e´te´ discute´e dans [Dudzinski 90].
Si la plupart des travaux utilisant le mode`le-SR sont utilise´s pour la construction
de Courbes Limites de Formage, Tvergaard [Tvergaard 90] a propose´ l’application de
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l’analyse de bifurcation pour des tubes e´lastoplastiques (minces ou e´pais) sous pression
interne. Il y est montre´ que, meˆme lorsque le parame`tre de controˆle est le volume interne,
il peut y avoir apparition d’un mode axisyme´trique critique. Ce mode peut pre´ce´der les
modes plans non-axisyme´triques suivant le rapport entre la longueur du tube et le rayon
du tube. Cette analyse a par la suite e´te´ reprise et couple´e a` une loi de comportement
avec gradient de plasticite´ [Benallal 95], [Tvergaard 90]. La conside´ration d’une telle loi
semble eˆtre un bon compromis entre une loi bidimensionnelle trop impre´cise et une loi
tridimensionnelle trop couˆteuse en temps de calcul [Mikkelsen 99].
Dans [Xu 98b], une comparaison de l’analyse en bifurcation applique´e a` une loi de
comportement de Hill93 avec les re´sultats expe´rimentaux de Graf et Hosford [Graf 94]
montre que la forme de la Courbe Limite de Formage the´orique, dans le domaine de
l’expansion, diﬀe`re de la forme expe´rimentale, meˆme si la courbe obtenue approche les
points expe´rimentaux. Cette diﬀe´rence entre les re´sultats expe´rimentaux et ceux obtenus
par l’analyse de bifurcation est d’ailleurs souligne´e dans [Ito 01]. Traditionnellement, la
diﬀe´rence observe´e est attribue´e a` une mauvaise mode´lisation des proprie´te´s mate´rielles,
a` l’ineﬃcacite´ des mesures ou a` des conditions expe´rimentales incomple`tes. Ito et al.
[Ito 01] ont quant a` eux e´mis l’hypothe`se qu’une partie de cette diﬀe´rence s’explique par
l’oubli de certains modes de de´formation. En eﬀet, le mode`le-SR conside`re un e´tat de
contrainte plane avant l’apparition de striction localise´e. Or comme cela a e´te´ montre´ dans
[Runesson 91], l’hypothe`se de contraintes planes inﬂuence les re´sultats de l’analyse en
bifurcation. Tvergaard [Tvergaard 99] souligne e´galement le fait que la striction localise´e
est un proble`me tridimensionnel. Ainsi Ito et al. [Ito 01] ont e´tudie´ la pre´diction de
striction localise´e via une analyse de bifurcation tridimensionnelle.
Notation 6 On note Γ la surface singulie`re et on note −→n le vecteur unite´ normal a`
cette surface (ﬁgure 2-7)
Notation 7 Soit X une variable, le saut de cette variable a` travers la surface Γ est note´
[X].
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Notation 8 Soit −→m le vecteur unite´ paralle`le au champ de vitesse discontinu (ﬁgure 2-7)
et soit λ un scalaire tel que :
[v] = λ−→m
Le vecteur −→m de´ﬁnit les modes de de´formations. Il peut s’exprimer en fonction de 3
modes fondamentaux (ﬁgure 2-8 ).
Fig. 2-7: De´ﬁnition du plan de bifurcation et du mode de bifurcation [Ito 01]
Fig. 2-8: De´ﬁnition des 3 modes fondamentaux de bifurcation [Ito 01]
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En utilisant la fonctionnelle d’unicite´ de Hill [Hill 58], Ito et al. [Ito 01] montrent qu’il
y a apparition de striction localise´e lorsque :
min
−→m.
−→n .AL.−→n
−→m

= 0 (2.27)
ou` AL est le tenseur reliant la vitesse du tenseur de contrainte nominale au tenseur
du gradient des vitesses pour le solide line´aire de comparaison.
L’analyse eﬀectue´e par Ito et al. [Ito 01] a alors permis de relier les diﬀe´rents modes
de bifurcation aux directions de chargement α = σ1σ2 . Le mode obtenu est diﬀe´rent suivant
le signe de α. De plus la prise en compte de nouveaux modes de bifurcation modiﬁe la
pre´diction de striction localise´e par rapport au mode`le de Sto¨ren et Rice. En eﬀet, une
comparaison de Courbes Limites de Formage d’apre`s les approches de Sto¨ren et Rice et
de Ito et. al. montre que l’approche tri-dimensionnelle pre´dit des de´formations limites
plus importantes. Par contre, la de´croissance de la Courbe Limite de Formage dans le
domaine de l’expansion (ε2ε1 > 0) pour un exposant d’e´crouissage de la loi de Hollomon n =
0.24 (donc n < 0.3) semble en contradiction avec certaines observations expe´rimentales
([Jalinier 81]). Ito et al. conside`rent que le crite`re de Sto¨ren et Rice constitue la limite
infe´rieure tandis que le crite`re 3D constitue la limite supe´rieure de l’apparition de striction
localise´e.
2.2.3 La me´thode d’introduction d’un de´faut
Cette me´thode se rapproche de l’analyse line´aire discute´e dans la section suivante
puisqu’il s’agit d’observer l’e´volution d’un de´faut introduit volontairement. Dans le cas
de la recherche de striction localise´e, on conside`re un amincissement de la toˆle. Si au
cours de la de´formation cet amincissement s’accroˆıt de manie`re conside´rable, alors on
conside`re qu’il y a apparition de striction localise´e.
Hutchinson et al. [Hutchinson 78c] ont utilise´ cette me´thode aﬁn de montrer que
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l’hypothe`se de contraintes planes n’est valable que dans le cas de variation d’e´paisseur
de grande longueur d’onde.
Sous l’hypothe`se de contraintes planes, la me´thode d’introduction d’un de´faut a e´te´
de´veloppe´e dans le domaine de l’expansion par Marciniak et Kuczynski [Marciniak 67]
puis e´tendue par Hutchinson et Neale [Hutchinson 78b].
Dans cette partie, on rappelle la base des travaux de Hutchinson et Neale [Hutchinson 78b] ;
le mode`le MK est alors un cas particulier de ces travaux. On appelle mode`le MK modiﬁe´,
le mode`le propose´ par Hutchinson et Neale [Hutchinson 78b].
Marciniak et Kuczynski [Marciniak 67] ont propose´ l’introduction d’une imperfection
initiale sous la forme d’une sous-e´paisseur. Cette imperfection est conside´re´e le long d’une
bande. Ainsi l’e´le´ment conside´re´ est compose´ de deux zones ; l’une a pour e´paisseur celle
initiale de l’e´le´ment ; la deuxie`me zone a une e´paisseur infe´rieure. Marciniak et Kuczynski
[Marciniak 67] e´tudient alors l’e´volution de la bande d’imperfection dans le cas d’un
chargement proportionnel applique´ dans la partie homoge`ne de la pie`ce.
L’e´quilibre des forces garantit que les de´formations vont se de´velopper plus rapidement
a` l’inte´rieur de la bande, jusqu’a` ce que l’e´tat de de´formations planes soit atteint dans la
bande [Sowerby 71]. Il y a alors apparition de striction localise´e.
Le mode`le M-K original conside`re que la bande d’imperfection est normale a` la
direction de la contrainte principale maximale. Hutchinson et al. ([Hutchinson 78a],
[Hutchinson 78b]) ont e´tendu cette analyse au cas d’une bande d’imperfection oriente´e
par un angle θ de´termine´ par rapport aux directions principales des contraintes (voir
ﬁgure 2-9). Ils ont en eﬀet montre´ qu’a` chaque chemin de de´formation dans le domaine
du re´treint (partie gauche des Courbes Limites de Formage ρ = ε2ε1 < 0) correspond un
angle θ fournissant la de´formation critique minimale. Le mode`le de Hutchinson et Neale
permet alors de construire entie`rement les Courbes Limites de Formage contrairement
au mode`le MK qui se limitait au domaine de l’expansion (ρ > 0).
Notation 9 Soient −→n et −→t les directions normale et tangentielle a` la bande d’imper-
fection.
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Fig. 2-9: Toˆle mince pre´sentant un de´faut ge´ome´trique initial sous la forme d’une sous-
e´paisseur oriente´e par un angle θ (d’apre´s [Cao 00])
Notation 10 Soit X une grandeur me´canique, on note Xa cette grandeur si elle est
relative a` la partie ”saine” de l’e´le´ment et on note Xb si la grandeur est conside´re´e dans
la zone de sous-e´paisseur.
Notation 11 Soit f0 l’imperfection initiale de´ﬁnie par f0 =
hb0
ha0
ou` ha0 et h
b
0 sont respec-
tivement les e´paisseurs initiales de la zone ”saine” et de la zone perturbe´e.
Hypothe`se 12 Les grandeurs me´caniques sont suppose´es uniformes dans l’e´paisseur.
L’e´quilibre sur la frontie`re entre la zone non perturbe´e et la zone perturbe´e s’exprime
par :
haσann = hbσbnn (2.28a)
haσant = hbσbnt (2.28b)
De plus la compatibilite´ des de´formations des deux zones implique :
Datt = D
b
tt (2.29)
Au cours du proce´de´ de de´formation, l’angle θ entre la bande d’he´te´roge´ne´ite´ et une
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direction principale des contraintes va e´voluer. On trouve dans la litte´rature deux moyens
de recalculer l’angle en cours de proce´de´. Soit on incre´mente l’angle θ en fonction des
incre´ments de de´formation plastique de la manie`re suivante [Cao 00], [Boudeau 95] :
tan (θ + dθ) = tan (θ) 1 + dε
a
1
1 + dεa2
(2.30)
Soit on rede´ﬁnit l’angle en fonction de la de´formation totale [Fromentin 98], [Dudzinski 90],
[Kuroda 00], [Mesrar 98b] :
tan (θ) = exp (εa1 − εa2) tan (θ0) (2.31)
En utilisant les relations de comportement et les e´quations 2.28, 2.29, 2.30 (ou 2.31),
en se ﬁxant la valeur du taux de de´formation dans une direction principale et en se
donnant le rapport de de´formation ρ = ε2ε1 , il est alors possible de calculer les contraintes
et les de´formations dans les deux zones. On trouvera des algorithmes de calcul dans
[Boudeau 95], [Fromentin 98], [Xu 98a], [Kuroda 00], ...
Il convient alors de de´terminer la condition d’apparition de striction. De manie`re
ge´ne´rale, il y a apparition de striction lorsque f > seuil ou` f peut eˆtre une fonction des
e´paisseurs dans les deux zones, un rapport des vitesses de de´formation...
Dans [Marciniak 67], le parame`tre de de´faut e´tait choisi tel que f =
hb
ha
et le seuil tel
que f > seuil est une valeur arbitraire.
Dans [Barata Da Rocha 84a], la fonction f de´pend de l’incre´ment de de´formation
eﬀective dans la zone perturbe´e et dans la zone initiale : f = ∆ε
b
e
∆εae
. Le seuil est quant a`
lui choisi e´gal a` 10.
Une me´thode analogue est utilise´e dans [Fromentin 98] : f =
∆εb
∆εa > 50 est le crite`re
de de´termination de la de´formation critique.
Dans [Xu 98a], f =
∆εa1
∆εb1
< 0.15
Dans [Narasimhan 91], le crite`re d’apparition de striction est choisi tel que f =
εb1
εa1
=
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10.
Dans [Cao 00], la localisation des de´formations apparaˆıt lorsque max (fnn, fnt) > 10
avec fnn =
dεbnn
dεann
et fnt =
dεbnt
dεant
Enﬁn, pour ﬁnir, bien que la liste des crite`res donne´e ici soit non-exhaustive, dans
[Dudzinski 90], le crite`re de localisation est de´termine´ par
·
ε
b
·
ε
a → +∞. Ce crite`re fait suite
a` la condition de localisation L∞ formule´e par [Molinari 85].
Ainsi il semblerait qu’il existe autant de manie`re de de´terminer la de´formation critique
qu’il existe de travaux sur le mode`le MK et sur les mode`les de´rive´s.
Le mode`le MK (ou sa version modiﬁe´e) a e´te´ largement utilise´ pour e´tudier la forma-
bilite´ dans le cas d’une surface de charge de type von Mises (isotrope) ou de type Hill48
(orthotrope). Or, il a e´te´ montre´ dans [Sowerby 71] que dans le cas d’une loi anisotrope
de Hill48, la formabilite´ e´tait sous-estime´e principalement dans le cas de mate´riau type
aluminium. Les mode`les MK ont alors e´te´ couple´s a` de nombreux mode`les de plasticite´ :
Fromentin [Fromentin 98] a applique´ ce mode`le a` la loi de Ferron et al. [Ferron 94] ; Cao
et al [Cao 00] ont re´alise´ des pre´dictions de formabilite´ pour la loi de Karaﬁllis&Boyce93 ;
Kuroda et Tvergaard [Kuroda 00] ont construit des Courbes Limites de Formage pour
les lois de Hill48, Gotoh77, Barlat&Lian89 et Hill90 ; ...
Il est inte´ressant de noter que dans le cas d’un mate´riau anisotrope, les de´formations
critiques calcule´es dans le domaine de l’expansion sont sensibles aux variations de l’an-
gle d’imperfection initial θ0 [Barata Da Rocha 84a], [Kuroda 00]. Notamment, lorsque
les axes d’orthotropie correspondent aux axes du repe`re carte´sien de re´fe´rence, Kuroda
et Tvergaard [Kuroda 00] montrent que l’angle initial pre´dit dans le cas des lois de
plasticite´ de Gotoh77 et de Hill48 passe de θ0 = 0◦ a` θ0 = 90◦ lorsque le chemin de
de´formation s’approche de la de´formation e´quibiaxe´e (ρ = 1). Toutefois, pour les lois de
Hill90 et Barlat&Lian89, la bande d’imperfection reste normale a` la direction principale
de la contrainte maximale. Mais, lorsque les axes d’orthotropie ne co¨ıncident plus avec
le syste`me de coordonne´es carte´sien de re´fe´rence alors l’hypothe`se initiale de normalite´
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entre la bande d’imperfection et la direction de la contrainte principale maximale n’a
plus de sens quelque soit la loi de plasticite´ conside´re´e (parmi les lois de Hill48, Gotoh77,
Barlat&Lian89, Hill90).
Le mode`le MK initial continue cependant a` eˆtre applique´ a` de nouvelles lois de com-
portement pour de´terminer l’inﬂuence des parame`tres mate´riaux a` partir de Courbes
Limites de Formage [Xu 98a], [Banabic 01]. Ces e´tudes ont permis de montrer l’inﬂuence
de la forme de la surface de charge dans le cas d’une loi de Hill93 sur la de´formation
critique. Ainsi une augmentation du rapport entre la contrainte limite uniaxiale et la
contrainte limite biaxiale permet d’augmenter la formabilite´ du mate´riau [Banabic 01]
dans le domaine de l’expansion. L’inﬂuence des autres parame`tres de la loi de Hill93 est
montre´e dans [Xu 98a].
Si l’utilisation du mode`le MK continue de faire l’objet de travaux sur l’inﬂuence
des surfaces de charge, l’imperfection initiale f0 est un parame`tre qui est peu discute´
bien que son inﬂuence ait e´te´ mise en e´vidence dans de nombreux travaux [Boudeau 95],
[Fromentin 98], .... Par exemple, [Tvergaard 80] a de´ja` montre´ qu’une analyse en bifurca-
tion ( f0 =
hb0
ha0
= 1) ne donne pas de re´sultats satisfaisants dans le cas de l’expansion. De
nombreux travaux ont tente´ de relier ce de´faut a` l’e´paisseur initiale, a` la taille des grains,...
Dans la pratique, il semblerait que face a` la diﬃculte´ rencontre´e pour e´valuer cette quan-
tite´, il soit courant d’ajuster ce parame`tre aﬁn que la limite de formage pre´dite par la
me´thode M-K corresponde aux donne´es expe´rimentales sous l’hypothe`se de de´formations
planes [Xu 98b].
2.2.4 La me´thode de perturbation
L’apparition de striction peut eˆtre conside´re´e comme une instabilite´ du ﬂux de matie`re
[Dudzinski 90]. La technique, choisie ici pour analyser la stabilite´ de l’e´quilibre con-
side´re´, consiste a` perturber le syste`me puis a` observer l’e´volution de cette perturbation.
On e´tudie alors la stabilite´ asymptotique du syste`me. Lorsque la perturbation croˆıt de
manie`re suﬃsamment importante, l’e´quilibre est instable. La notion de croissance ”suﬀ-
29
2.2. Mode´lisations de l’apparition de striction localise´e
isamment importante” se traduit de manie`re analytique par l’introduction d’une vari-
able appele´e seuil d’instabilite´. Ce seuil d’instabilite´ repre´sente le taux de croissance du
mode d’instabilite´ le plus rapide [Dudzinski 91]. Dans le cas ou` ce seuil est nul, on parle
d’instabilite´ absolue.
Clifton [Clifton 78] et Bai [Bai 82] ont utilise´ la technique des perturbations line´arise´es
aﬁn de de´terminer les conditions critiques de localisation en cisaillement. Bai [Bai 82] a
montre´ qu’il existe deux modes d’instabilite´ du comportement thermoplastique en cisaille-
ment simple : l’instabilite´ thermique lie´e a` un e´chauﬀement adiabatique et l’instabilite´
lie´e a` un e´crouissage ne´gatif isotherme. Cette approche a e´te´ e´tendue a` l’e´tude d’insta-
bilite´ thermoviscoplastique en cisaillement simple [Molinari 85]. Dans ce cadre, les eﬀets
stabilisants de la conduction thermique et des forces d’inertie pour une loi de comporte-
ment particulie`re sont e´tudie´s. Et surtout, la validite´ de l’analyse line´arise´e de la stabilite´
est discute´e.
En eﬀet, si une telle analyse fournit des indications sur la croissance ou la de´croissance
d’une perturbation, elle n’implique pas de conclusion ge´ne´rale quant a` la localisation des
de´formations. Cependant, lorsque l’e´volution du taux de croissance de la perturbation est
plus importante que celle du taux de croissance de la solution homoge`ne, il est montre´ que
l’analyse line´arise´e de la stabilite´ peut eˆtre utilise´e pour de´ﬁnir un crite`re de localisation
des de´formations. Fressengeas et al. [Fressengeas 87] proposent alors d’utiliser une the´orie
de perturbation relative plutoˆt que la the´orie de perturbation classique. Il s’agit alors
d’observer l’e´volution du rapport entre la perturbation d’une grandeur et la valeur de
cette grandeur. Ainsi, la solution homoge`ne a` perturber devient constante ce qui n’e´tait
pas le cas lors de l’analyse classique. On retrouve alors la diﬀe´rence entre le crite`re de
localisation obtenu dans [Molinari 83] et le crite`re de stabilite´.
La me´thode de perturbation relative line´arise´e a e´te´ utilise´e pour pre´dire l’apparition
de striction localise´e en emboutissage d’apre`s la construction de Courbes Limites de
Formage [Dudzinski 91], [Dudzinski 90] dans le cas d’un mate´riau viscoplastique.
L’un des points importants de la technique de perturbation line´arise´e est l’inﬂuence du
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seuil d’instabilite´ sur les Courbes Limites de Formage. En eﬀet, le mode de de´formation
(c’est a` dire l’orientation de la bande de striction pre´dite) est de´pendant de la valeur du
seuil [Dudzinski 91]. De plus, on observe des courbes de formabilite´ tre`s diﬀe´rentes dans
le domaine de l’expansion suivant la valeur du seuil d’instabilite´ [Boudeau 95].
Malgre´ cet inconve´nient majeur, la technique de perturbation line´arise´e (appelle´e
e´galement analyse line´aire de stabilite´) a e´te´ introduite pour la pre´diction de striction
localise´e en post-traitement de re´sultats de simulation nume´rique de proce´de´s d’emboutis-
sage [Boudeau 95] et d’hydroformage de tubes [Boudeau 01b]. Les re´sultats obtenus ten-
dent a` conforter l’eﬃcacite´ de cette analyse.
On peut noter que cette technique a e´galement e´te´ applique´e a` des lois de comporte-
ment microscopiques [Boudeau 98], [To´th 96]. L’implantation de tels crite`res pour la
pre´diction de striction localise´e lors d’un proce´de´ complexe de mise en forme ne´cessite l’u-
tilisation d’un code de simulation conside´rant la mode´lisation microscopique du mate´riau.
Les temps de calcul se trouvent alors augmente´s de manie`re conside´rable.
2.2.5 Discussion
Initialement, toutes les mode´lisations pre´sente´es ont des de´fauts :
— les crite`res de force maximum (a` l’exception du crite`re de Hora) ne de´tectent que
la striction diﬀuse et sont donc d’inte´reˆt moindre pour la pre´diction de striction
localise´e ;
— les analyses en bifurcation ne semblent fournir qu’une plage dans laquelle la striction
localise´e peut apparaˆıtre ;
— les mode`les avec imperfection initiale de´pendent de cette dernie`re ;
— l’analyse line´aire de stabilite´ de´pend d’un seuil.
On constate ne´anmoins que ces crite`res couplent une recherche de singularite´ avec
une condition de localisation ;
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— le crite`re de Hora est un crite`re de striction diﬀuse couple´ a` la condition de locali-
sation formule´e par Hill ;
— le mode`le M-K (et les mode`les he´te´roge`nes) est une me´thode d’introduction locale,
c’est a` dire le long d’un plan, d’un de´faut ;
— le mode`le S-R est un mode`le qui associe l’analyse de bifurcation de Hill avec un
plan local de singularite´ ;
— l’analyse line´aire de stabilite´ e´tudie la stabilite´ du ﬂux de matie`re a` travers un plan
de localisation.
Les e´tudes de Hora, Brunet et Ito montrent bien l’importance de la condition de local-
isation. Devant autant de mode´lisations diverses et varie´es, il est naturel de se demander
s’il existe une me´thode rigoureusement correcte. A priori, seule la me´thode qui permet
d’ajuster au mieux les re´sultats expe´rimentaux est correcte.
Dans la suite de ce chapitre, l’analyse line´aire de stabilite´ a e´te´ choisie aﬁn d’e´tudier
l’apparition de striction localise´e. En eﬀet, cette analyse qui a de´ja` fait l’objet d’e´tudes
au LMARC [Boudeau 95] posse`de l’unique inconve´nient d’eˆtre de´pendante du seuil d’in-
stabilite´. On proposera par la suite une me´thode originale de de´termination de ce seuil
de manie`re rigoureuse.
De nombreux eﬀorts ont e´te´ eﬀectue´s aﬁn d’augmenter la pre´cision des Courbes Lim-
ites de Formage calcule´es a` l’aide des mode´lisations pre´sente´es dans ce chapitre. La plu-
part des travaux re´cents ont notamment porte´ sur la prise en compte de nouvelles lois de
comportement. Ces travaux sont bien e´videmment dus a` l’inte´reˆt croissant de l’industrie
automobile pour l’utilisation de mate´riaux tels que l’aluminium ou les aciers a` haute
limite d’e´lasticite´ qui pre´sentent des caracte´ristiques diﬀe´rentes des aciers traditionnels.
2.3 Analyse line´aire de stabilite´
Les travaux re´cents, traitant de la pre´diction de striction localise´e par une analyse
line´aire de stabilite´, se sont attache´s a` e´tudier des e´quilibres avec un e´tat de contraintes
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planes. On a rappelle´ pre´ce´demment que, dans le cas d’une analyse en bifurcation, cette
hypothe`se inﬂuence le comportement du crite`re de pre´diction de striction. On peut juste-
ment supposer que ce fait reste vrai dans le cas d’une analyse de stabilite´. De plus, en vue
de l’utilisation de ce crite`re lors de simlulations de proce´de´s d’emboutissage de toˆles et
d’hydroformage de tubes, on va e´tendre les pre´ce´dents re´sultats a` des e´tats de contraintes
et de de´formations tridimensionnels, c’est-a`-dire quelconques. Au-dela` de l’augmentation
de la dimension du syste`me d’e´quilibre a` traiter, la prise en compte d’e´tats tridimension-
nels autorise a` rede´ﬁnir le plan d’instabilite´. En eﬀet, comme cela a e´te´ pre´cise´, Ito et
al. [Ito 01] ont montre´ l’inﬂuence de nouveaux modes de bifurcation sur la pre´diction de
striction. Le plan d’instabilite´ sera donc par la suite de´ﬁni dans un espace tridimension-
nel au lieu de l’espace bidimensionnel usuel. Cela se traduit par la de´termination de la
normal au plan d’instabilite´ en fonction de deux angles au lieu d’un seul.
Dans un premier temps, on s’attache a` de´terminer les e´quations de´ﬁnissant l’e´quilibre
que l’on perturbera dans la deuxie`me partie de cette section. La troisie`me partie pre´sente
l’un des points les plus importants pour la de´termination du crite`re de striction localise´e
puisqu’elle indique comment on a choisi de de´ﬁnir le seuil d’instabilite´ de manie`re automa-
tique. Ceci autorise la construction de Courbes Limites de Formage the´oriques d’apre`s la
seule connaissance des parame`tres de comportement mate´riel. Ces courbes sont utilise´es
dans la cinquie`me partie aﬁn de montrer l’inﬂuence de la mode´lisation tridimensionnelle
et de la mode´lisation du comportement mate´riel sur la pre´diction de striction localise´e.
Toutes ces e´tudes inte´ressent la caracte´risation de la de´formation critique d’un mate´riau
soumis a` des eﬀorts de traction. Mais, a` notre connaissance il n’existe aucun re´sultat sur
l’apparition de striction localise´e lors d’un proce´de´ de ﬂexion pure et plus particulie`rement
sur les parame`tres inﬂuents au cours d’un tel proce´de´. Cette e´tude concluera alors cette
partie sur la pre´diction de striction localise´e par analyse line´aire de stabilite´.
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2.3.1 De´ﬁnition de l’e´quilibre me´canique
Aﬁn de pouvoir pre´dire l’apparition de striction localise´e au cours des proce´de´s d’em-
boutissage de toˆles et d’hydroformage de ﬂans, on va donc e´tendre les re´sultats existants
sur l’analyse line´aire de stabilite´ par la technique de perturbation a` des e´tats de con-
traintes et de de´formations quelconques. L’expression matricielle des tenseurs des vitesses
de de´formation D et des contraintes de Cauchy σ est alors la suivante
Tenseur des de´formations :
D =


D11 D12 D13
D12 D22 D23
D13 D23 D33

 (2.32)
Tenseur des contraintes de Cauchy :
σ =


σ11 σ12 σ13
σ12 σ22 σ23
σ13 σ23 σ33

 (2.33)
Remarque 13 On a souligne´ dans la pre´sentation des mode´lisations existantes l’impor-
tance de la the´orie de comportement choisie. La the´orie utilise´e ici se rapproche de la
the´orie de l’e´coulement plastique.
Hypothe`se 14 On conside`re ces grandeurs constantes dans l’e´paisseur le long d’un plan
Γ de´ﬁni par sa normale −→n et de longueur l (ﬁgure 2-10), c’est-a`-dire que l’on ne´glige les
eﬀets dus a` la ﬂexion.
Hypothe`se 15 Les de´formations e´lastiques sont ne´glige´es.
Hypothe`se 16 Soit p la pression sur le plan de la plaque. En tout point de la surface
soumise a` ce chargement, on a σ33 = −p. On suppose que cette condition reste ve´riﬁe´e
en tout point de la plaque.
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Fig. 2-10: description du plan de striction (ou plan d’instabilite´)
Les e´quations gouvernant l’e´quilibre local d’un point mate´riel sont donne´es dans les
sous-sections suivantes.
Loi d’e´crouissage
L’e´crouissage d’un mate´riau entraˆıne une re´sistance de plus en plus importante a`
l’e´coulement plastique. On simpliﬁe le proble`me en conside´rant un mate´riau rigide plas-
tique (i.e. on ne conside`re pas les de´formations e´lastiques). La loi d’e´crouissage choisie
est une loi de Swift avec sensibilite´ a` la vitesse de de´formation :
σy = k (ε0 + εp)n
·
ε
m
(2.34)
Il est e´vident que d’autres lois d’e´crouissage peuvent eˆtre choisies. Mais la de´pendance
a` la vitesse de de´formation e´quivalente est ne´cessaire aﬁn de de´velopper l’analyse line´aire
de stabilite´.
La the´orie de l’e´coulement : de´ﬁnitions de surfaces de charges
Soit φ la surface de charge de´ﬁnie par :
φ

σ, σy

= σ

σ

− σy (εp) = 0 (2.35)
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La loi de normalite´ permet de relier le tenseur des taux de de´formation au tenseur
des contraintes par la relation :
Dp =
·ε
p
=
·
λ ∂φ∂σ (2.36)
Le mutiplicateur plastique
·
λ est obtenu en utilisant la condition de consistance. Suiv-
ant le crite`re de charge utilise´, il est possible ou non de de´terminer le multiplicateur
plastique de manie`re analytique.
Traditionnellement en mise en forme par de´formations plastiques des toˆles, le com-
portement du mate´riau est suppose´ orthotrope et la surface de charge utilise´e est une
surface de type quadratique due a` Hill en 1948 (ce mode`le est re´fe´rence´ sous le nom de
Hill48) :
2φ2 = F (σ22 − σ33)2 +G (σ33 − σ11)2 +H (σ11 − σ22)2 + 2Lσ223 + 2Mσ231 +Nσ212 − σ2y (εp)
(2.37)
Cette expression de la fonction de charge permet d’identiﬁer le multiplicateur plas-
tique
·
λ, et l’e´quation (2.36) devient :
Dp =
3
2
σ
·
ε
H : σ (2.38)
ou` H est le tenseur orthotrope de Hill. On exprime le tenseur des taux de de´formations
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et des contraintes sous forme vectorielle selon la convention de Voigt, on obtient alors :


Dp11
Dp22
Dp33
Dp12
Dp23
Dp31


=
3
2
·
ε
σ


G+H −H −G 0 0 0
−H F +H −F 0 0 0
−G −F F +G 0 0 0
0 0 0 2L 0 0
0 0 0 0 2N 0
0 0 0 0 0 2M




σ11
σ22
σ33
σ12
σ23
σ31


(2.39)
Les composantes du tenseur d’orthotropie sont donne´es en fonction des coeﬃcients
de Lankford par :
F =
r0
r90 (1 + r0)
(2.40)
G = 1−H (2.41)
H =
r0
1 + r0
(2.42)
L = M = N =
(r0 + r90) (2r45 + 1)
2r90 (1 + r0)
(2.43)
La contrainte e´quivalente s’exprime dans le cas de la loi de Hill48 sous la forme :
σ2 = H : σ : σ (2.44)
Pour certains mate´riaux, la surface de charge n’est plus convexe, on ne peut alors
plus utiliser la loi de Hill48 qui est quadratique. De plus, la structure cristalline inﬂuence
la forme de la surface de charge, ce qui n’est pas conside´re´ par la mode´lisation de Hill48.
De nouveaux crite`res quadratiques et/ou non-quadratiques, exprime´s sous l’hypothe`se de
contraintes planes, ont alors e´te´ introduits. On peut citer a` titre d’exemple :
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— Hill93 :
2φ2 = σ
2
1
σ20
− c σ1σ2σ0σ90
+
σ22
σ290
+

(p+ q)− pσ1 + qσ2σb
 σ1σ2
σ0σ90
− 1 (2.45)
— Banabic 2000 :
φ =

|mσ1 + nσ2|2k + |pσ1 + qσ2|2k + |rσ1 + sσ2|2k
 1
2k
2
1
2k
− σ (2.46)
Un aute proble`me apparaˆıt lorsque l’on souhaite conside´rer les structures de tre`s faible
e´paisseur (< 1 mm). Il faut alors prendre en compte les eﬀets d’e´chelle. Pour cela, on
peut par exemple introduire le gradient des de´formations dans la loi d’e´crouissage et par
conse´quent dans le crite`re de charge :
hσy = k (ε0 + εp)n
·
ε
m
+c qε (2.47)
φ

σ, hσy

= σ

σ

− hσy (εp,qε) = σ σ− σy (εp)− c qε = 0 (2.48)
Cette me´thode a e´te´ utilise´e par Mikkelsen pour contourner la de´pendance au maillage
de la localisation des de´formations.
Les e´quations d’e´quilibre
Les contraintes sont suppose´es constantes le long du plan d’instabilite´ Γ de longueur
l (voir l’hypothe`se 14 et la ﬁgure 2-10). Par conse´quent les composantes du tenseur de
contraintes doivent ve´riﬁer :
div

lσ

= 0 (2.49)
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Les e´quations de compatibilite´s
Les taux de de´formations ve´riﬁent les e´quations de compatibilite´ suivantes :
rot(rot(D)) = 0 (2.50)
L’e´quation d’incompressibilite´
Le mate´riau est suppose´ rigide plastique, les taux de de´formations doivent ve´riﬁer
l’e´quation d’incompressibilite´ suivante :
trace(D) = 0 (2.51)
Re´capitulatif
Pour un mate´riau dont le comportement est mode´lise´ par une loi de Hill48, l’e´quilibre
est de´ﬁni par le syste`me d’e´quations (2.34, 2.39, 2.44, 2.49, 2.50, 2.51). Ce syste`me est
non-line´aire, on le note :
A(U) = 0 (2.52)
ou` U =

σ11 σ22 σ33 σ12 σ23 σ31 σ D11 D22 D33 D12 D23 D31
·
ε
T
repre´sente l’ensemble des variables locales et A (.) est un ope´rateur non-line´aire.
2.3.2 Perturbation de l’e´quilibre
Principe
Ainsi que cela a e´te´ pre´cise´ pre´ce´demment, il existe plusieurs de´ﬁnitions de la stabilite´.
On se propose ici de rechercher la stabilite´ asymptotique selon Lyapounov de l’e´quilibre
donne´ par (2.52).
Pour de´ﬁnir une condition ne´cessaire de stabilite´, on se propose d’introduire un per-
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turbation δU = δU0 f (x, t) avec δU0 l’amplitude de la perturbation et f(x, t) une fonction
comprenant les parties spatiale et temporelle de la perturbation. La solution perturbe´e
de l’e´quilibre (2.52) ve´riﬁe :
A (U0 + δU) = 0 (2.53)
Hypothe`se 17 L’amplitude des perturbations est suppose´e suﬃsamment petite pour pou-
voir ne´gliger les perturbations du second ordre.
Ainsi le syste`me non-line´aire perturbe´ (2.53) devient :
A (U0) +MδU0 = 0 (2.54)
avec M une matrice qui de´pend des variable locales a` l’e´quilibre U0 mais e´galement
des parame`tres en espace −→n et en temps η de la perturbation.
En utilisant le fait que U0 ve´riﬁe (2.52), on obtient alors l’e´quation d’instabilite´ suiv-
ante :
MδU0 = 0 (2.55)
Cette e´galite´ est ve´riﬁe´e pour tout δU0 9= 0 si et seulement si det(M) = 0. Si δU0 ≡ 0
cela revient a` dire que l’e´quilibre n’a pas e´te´ perturbe´.
De´ﬁnition de la fonction de perturbation
Il convient de´sormais de de´ﬁnir la fonction d’instabilite´ f (x, t). Cette fonction est
choisie dans l’espace des complexes. Elle est de´ﬁnie par :
f (−→x , t) = eηteiξ−→x .−→n (2.56)
ou` η ∈ C, ξ ∈ R et −→n est la normale au plan d’instabilite´ Γ recherche´ (ﬁgure 2-
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11). On de´ﬁnit cette normale a` l’aide de deux angles ψ et ϕ de la manie`re suivante :
−→n =


sinϕ cosψ
sinϕ sinψ
cosϕ

.
Fig. 2-11: description du plan de striction (ou plan d’instabilite´)
Recherche du plan d’instabilite´
On utilise la de´ﬁnition de la fonction de perturbation (2.56) pour perturber l’e´quilibre
(2.52). Dans ce cas, la matrice M de l’e´quation d’instabilite´ (2.55) est de´pendante des
angles ψ, ϕ de´ﬁnissant le plan d’instabilite´ et du parame`tre temporel η. Du fait que
l’amplitude de la perturbation doit eˆtre non-nulle, on a vu que l’e´quation (2.55) se rame`ne
a` :
det (M (ψ,ϕ, η, U0)) = 0 (2.57)
Remarque 18 Par rapport a` l’analyse usuelle en contraintes planes, la prise en compte
de tenseurs pleins augmente la dimension de la matrice M dont on cherche la singularite´.
De plus, par analyse tridimensionnelle, on entend la conside´ration de nouveaux modes
d’instabilite´. Ceci se traduit par la rede´ﬁnition du plan d’instabilite´ qui se trouve cette
fois-ci de´termine´ par deux angles au lieu d’un seul. On augmente donc le nombre de plans
d’instabilite´ probables.
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On peut montrer que dans le cas ou` l’e´quilibre est donne´ par (2.52), avec des tenseurs
de contraintes et de taux de de´formations de la forme (2.33), (2.32), l’e´quation (2.57)
peut s’e´crire comme un polynoˆme en η :
T (η) = η2

Aη2 +Bη + C

= 0 (2.58)
ou` les coeﬃcients A, B, C de´pendent de U0, ψ, ϕ.
Ce polynoˆme admet au plus deux racines que l’on note :
η+ = max

η /Aη2 +Bη + C = 0

η− = min

η /Aη2 +Bη + C = 0

Remarque 19 Il est inte´ressant de noter que l’on se rame`ne a` nouveau a` la re´solution
d’un polynoˆme du second ordre en η. Cela e´tait de´ja` le cas pour l’analyse en contraintes
planes (voir [Boudeau 95]). Simplement, l’augmentation de la dimension du proble`me
entraˆıne une solution double η = 0 alors que celle-ci e´tait simple dans l’analyse en con-
traintes planes.
Remarque 20 Les coeﬃcents A, B et C de´pendent de U0, ψ, ϕ. Par conse´quent, pour
e´valuer le parame`tre d’instabilite´ η, on devoir rechercher l’ensemble des plans de striction
probables en variant les angles ψ, ϕ alors que le balayage de l’espace avec un seul angle
e´tait eﬀectue´ lors de l’analyse bidimensionnelle. C’est en ce sens que l’on augmente le
nombre de modes d’instabilite´.
La re´solution de (2.58) permet d’obtenir les diﬀe´rentes racines η du polynoˆme T . En
utilisant la fonction f de´ﬁnie par (2.56) pour perturber l’e´quilibre initial, on constate
rapidement que :
δU = δU0f (x, t) t→+∞→ ∞ lorsque Re (η) > 0 (2.59)
δU = δU0f (x, t) t→+∞→ 0 lorsque Re (η) < 0 (2.60)
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L’e´quilibre (2.52) est asymptotiquement instable et donc instable si Re (η) > 0.
Ainsi que cela a e´te´ pre´cise´ pre´ce´demment, ce crite`re d’instabilite´, appele´ crite`re
d’instabilite´ absolue, n’est pas ge´ne´ralement e´quivalent a` un crite`re de localisation des
de´formations. En eﬀet, l’utilisation d’un tel crite`re peut conduire aussi bien a` une de´tection
de striction diﬀuse que localise´e. Ainsi le crite`re ge´ne´ralement utilise´ pour pre´dire le
phe´nome`ne de striction localise´e est le crite`re d’instabilite´ eﬀective [Dudzinski 90] :
Re (η) > e (2.61)
ou` e est le seuil d’instabilite´.
2.3.3 De´termination du seuil et condition de localisation
L’un des proble`mes majeurs de l’analyse line´aire de stabilite´ consiste en la de´termination
du passage de l’instabilite´ absolue a` l’instabilite´ eﬀective. En eﬀet, cette me´thode sem-
ble peu utilisable lors de la simulation nume´rique d’un proce´de´ de mise en forme sans
la connaissance a priori du seuil d’instabilite´ e. On ne trouve dans la litte´rature que
peu de me´thodes permettant de de´ﬁnir ce seuil. Toutefois, ainsi que cela est mentionne´
dans [Molinari 85] et [Hanus 99], pour que l’analyse line´aire de stabilite´ soit valide, il
faut que la perturbation e´volue plus vite que la solution homoge`ne instationnaire. D’un
point de vue analytique, comme l’on s’inte´resse a` la localisation des de´formations, le
crite`re d’instabilite´ va eˆtre de´ﬁni par le rapport entre la vitesse d’e´volution de l’insta-
bilite´ repre´sente´e par le parame`tre η˙ et la vitesse de de´formation
·
ε. On suppose que la
vitesse d’e´volution de l’instabilite´ est relie´e a` la vitesse de de´formation e´quivalente par :
η˙ = B (t)
·
ε (2.62)
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ou` B (t) est une fonction du temps. La condition ne´cessaire de striction localise´e devient
alors :
Re (η) > 0 et B (t) > 1 (2.63)
soit encoreRe (η) > 0 et
·η
·
ε
> 1 (2.64)
Nous verrons par la suite que cette condition est utilise´e pour de´terminer le seuil
d’instabilite´ de manie`re automatique dans le cas de la construction de Courbes Limites
de Formage.
De plus, dans le cas de simulation nume´rique de proce´de´s de mise en forme par la
me´thode des e´le´ments ﬁnis, cette condition sera utilise´e pour de´ﬁnir la stabilite´ de l’e´tat
d’e´quilibre inde´pendamment du seuil d’instabilite´.
2.4 Applications de l’analyse line´aire de stabilite´
Les premiers travaux sur la formabilite´ des mate´riaux ont e´te´ expe´rimentaux [Col 00].
Il e´tait alors propose´ de de´terminer les de´formations critiques (avant rupture) par la
construction de Courbes Limites de Formage. Si ces courbes sont d’une grande utilite´
dans le cas d’un processus de de´formation impliquant un chemin de de´formation constant,
il a e´te´ montre´ que les Courbes Limites de Formage de´pendent du chemin de de´formation
[Barata Da Rocha 84b], [Boudeau 95], ...
2.4.1 Construction de Courbes Limites de Formage
On souhaite construire les Courbes Limites de Formage associe´es a` un mate´riau
de´termine´ par les parame`tres de sa loi d’e´crouissage et par ses coeﬃcients d’anisotropie.
Pour cela, on calcule pour diﬀe´rents chemins de de´formation, les de´formations critiques
εc1, εc2. Ces de´formations critiques sont de´ﬁnies d’apre`s le parame`tre d’instabilite´ η et le
seuil d’instabilite´ e.
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Approximation des grandeurs me´caniques
Pour des raisons de simpliﬁcations e´videntes, on se place dans les repe`res principaux
des de´formations et des contraintes.
Par la suite, e´tant donne´ que seule la valeur maximale du seuil nous inte´resse, on ne
regarde plus que la racine note´e pre´ce´demment η+ et on notera η a` la place de η+.
Connaissant les parame`tres de comportement mate´riel de la loi d’e´crouissage n, k,
m, ε0, le chemin de de´formation ρ, le taux de de´formation eﬀectif
·
ε , l’incre´ment de
de´formation ∆ε1, les grandeurs repre´sentatives de l’e´quilibre me´canique local sont cal-
cule´es a` l’aide de l’algorithme pre´sente´ dans la ﬁgure 2-12. Ainsi pour un chemin de
de´formation et un incre´ment de de´formation donne´s, le parame`tre de striction localise´ η
est e´value´.
De´termination du seuil
La ﬁgure (2-13) repre´sente l’e´volution du parame`tre de striction η en fonction de la
de´formation plastique longitudinale ε1 pour diﬀe´rents chemins de de´formation.
On constate sur cette ﬁgure que les courbes η (ε1) se coupent pour deux chemins de
de´formation diﬀe´rents. Ainsi, pour η = η∗ ﬁxe´, l’allure de la Courbe Limite de Formage
ε1 (ε2) est fonction de la position de η∗ par rapport au point d’intersection des deux
courbes. On constate e´galement que la valeur du parame`tre de striction η reste tre`s
proche de l’origine jusqu’a` une valeur de de´formation critique εc1. Cette de´formation
critique εc1 semble de´pendante du chemin de de´formation choisi. Pour un chemin de
de´formation ﬁxe´ et pour des valeurs de de´formations ε1 > εc1, on observe alors de forts
accroissements du parame`tre d’instabilite´ η. On peut approcher le rapport
·η
·
ε
par
·η
·
ε
* dη
dε ,
on estime alors qu’il y a instabilite´ et donc apparition de striction localise´e lorsque :
η > 0 (2.65)
et
dη
dε > 1 (2.66)
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Fig. 2-12: algorithme de calcul des grandeurs me´caniques
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Fig. 2-13: E´volution du parame`tre d’instabilite´ η, en fonction de la de´formation longi-
tudinale ε1 pour diﬀe´rents chemins de de´formation
L’e´quation (2.65) de´termine l’instabilite´ de l’e´quilibre tandis que l’e´quation (2.66)
assure la localisation de l’instabilite´.
On illustre la discussion en se plac¸ant a` ρ = ε2ε1 = 0. Dans ce cas, en utilisant la loi
d’incompressibilite´, on obtient ε = ε1 (avec ε1 > 0), on constate alors que les relations
2.65 et 2.66 sont ve´riﬁe´es pour ε1 * n. On retrouve ainsi la valeur de la de´formation
critique en traction uniaxiale [Zhu 98].
Ce crite`re de striction localise´e permet alors de de´ﬁnir la valeur du seuil de´terminant
l’instabilite´ eﬀective. On constate, sur la ﬁgure 2-14, que l’exposant d’e´crouissage n inﬂu-
ence le seuil d’instabilite´ eﬀective et e´galement la formabilite´ des mate´riaux. Le comporte-
ment obtenu sur la ﬁgure 2-14 est en accord avec les re´sultats obtenus par [Jalinier 81]
et reporte´s dans [Col 00].
En eﬀet, dans le domaine de l’expansion (ρ > 0), on observe bien une de´croissance (re-
spectivement une croissance) de la courbe de formabilite´ pour une valeur de n supe´rieure
a` 0.33 (respectivement infe´rieure a` 0.33). De ce point de vue, les courbes the´oriques con-
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Fig. 2-14: Inﬂuence de l’exposant d’e´crouissage n sur la pre´diction de formabilite´
struites a` partir de la condition ne´cessaire de striction compose´e des ine´galite´s 2.65 et
2.66 semblent en accord avec l’expe´rience. De plus, le seuil de´termine´ de manie`re au-
tomatique est diﬀe´rent suivant la valeur du coeﬃcient n mais il reste de l’ordre de 10−2.
Cet ordre de grandeur e´tait de´ja` observe´ dans le cas bidimensionnel. Enﬁn, on a souhaite´
montrer l’inﬂuence du seuil sur la pre´diction de formabilite´. Pour cela, on a varie´ la
valeur du seuil lors de la construction de Courbes Limites de Formage pour un coeﬃ-
cient n = 0.118 (ﬁgure 2-14). On remarque alors que pour une valeur de seuil fortement
infe´rieure (seuil=1.03E-02) au seuil de´tecte´ de manie`re automatique (seuil=1.97E-02), la
forme obtenue dans le domaine de l’expansion ne correspond pas a` ce que l’on pourrait
obtenir expe´rimentalement.
Applications des Courbes Limites de Formage
Comparaison des mode`les 2D/3D La ﬁgure 2-15 repre´sente la construction de
Courbes Limites de Formage avec ou sans prise en compte de l’hypothe`se de contraintes
planes pour l’analyse line´aire de stabilite´. On parle alors de crite`re de striction localise´e
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2D et 3D. Aﬁn de comparer ces deux crite`res, on impose σ33 = P = 0 pour l’e´tat
homoge`ne (c’est-a`-dire avant perturbation) lors de l’utilisation de l’analyse 3D.
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Fig. 2-15: Comparaison entre des Courbes Limites de Formage construites d’apre`s l’anal-
yse line´aire de stabilite´ sous hypothe`se de contraintes planes (2D) ou sans hypothe`ses sur
la forme du tenseur des contraintes (3D) mais avec σ33 = 0.
L’exposant d’e´crouissage est choisi e´gal a` 0.29. D’apre`s l’observation eﬀectue´e dans la
partie pre´ce´dente, on doit donc s’attendre a` avoir une Courbe Limite de Formage aplatie
dans le domaine de l’expansion. Or, lorsque l’e´tat de contraintes planes est suppose´,
on constate dans le domaine de l’expansion (partie droite de la courbe note´e 2D sur la
ﬁgure 2-15) que la courbe Limite de Formage est croissante, tendant vers une de´formation
critique tre`s importante (d’environ 80%) pour des de´formations e´quibiaxe´es. On en de´duit
bien e´videmment que la formabilite´ est surestime´e dans le domaine de l’expansion par le
crite`re 2D de striction localise´e. La prise en compte de nouveaux modes de striction par
l’analyse 3D diminue alors la formabilite´ pre´dite, on obtient alors la tendance espe´re´e
dans le domaine de l’expansion avec le crite`re de striction localise´e 3D, a` savoir une
courbe presque aplatie.
La prise en compte de nouveaux modes de striction allie´e avec la perturbation de
toutes les composantes des tenseurs de vitesses de de´formation et de contraintes ame´liore
donc le mode`le initial (c’est-a`-dire avec hypothe`se de contraintes planes) de pre´diction
de striction localise´e et semble plus en accord avec la re´alite´.
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Inﬂuence de la loi de comportement Traditionnellement en mise en forme des
mate´riaux, la loi la plus couramment utilise´e pour les mate´riaux a` comportement or-
thotrope est la loi de Hill48. Cette loi imposait la relation entre la contrainte limite en
traction uniaxe´e et la contrainte limite en traction biaxe´e en fonction du coeﬃcient de
Lankford. Cette relation entraˆıne que la contrainte limite en traction biaxe´e est infe´rieure
a` la contrainte limite en traction uniaxe´e pour des mate´riaux tels que l’aluminium. Or
il a e´te´ montre´ expe´rimentalement que l’inverse se produit [Woodthrope 70]. Il s’ave`re
alors que la loi de Hill48 n’est plus a` meˆme de mode´liser correctement le comporte-
ment du mate´riau. Ainsi de nouveaux crite`res de plasticite´ ont e´te´ introduits [Gotoh 77],
[Barlat 91], [Hill 93], [Karaﬁllis 93], [Banabic 99],...
Une e´tude a e´te´ re´alise´e au sein du LMARC sur la pre´diction d’instabilite´ pour un
crite`re de charge de Banabic [Lestriez 00]. Ce crite`re, base´ sur les travaux d’Hosford,
permet de diﬀe´rencier les mate´riaux en fonction de leur nature cristalline (Cubique
Faces Centre´es ou Cubique Centre´). En eﬀet, la nature cristalline est conside´re´e par
un parame`tre k qui vaut 3 pour les mate´riaux Cubiques Centre´s et 4 pour les mate´riaux
Cubique Faces Centre´es. Il a e´te´ montre´ que pour les chemins de de´formation proches
de −0.5 et 0.5, la courbe de pre´diction de formabilite´ ε (ρ) pour un aluminium est sous-
estime´e lorsque le comportement est mode´lise´ par une loi de Hill48 (ﬁgure 2-16).
Parmi les crite`res de charge les plus utilise´s pour la mode´lisation du comportement
des aluminiums se trouve le mode`le non-quadratique Hill93. Ce crite`re ne´cessite l’identi-
ﬁcation par des tests de traction uniaxe´e et biaxe´e de cinq parame`tres inde´pendants. Il
a e´te´ introduit aﬁn de mode´liser le comportement d’un grand nombre de mate´riaux et
notamment les mate´riaux de type aluminium et les aciers a` forte limite d’e´lasticite´. Il est
montre´ dans [Xu 98b] que la pre´diction de formabilite´ par les me´thodes de Marciniak&
Kuczynski et Sto¨ren&Rice dans le cas de la loi de Hill48 est surestime´e par rapport a`
une pre´diction couple´e a` la loi Hill93. L’application, non-valide´e a` l’heure actuelle, de
l’analyse line´aire de stabilite´ a` cette loi de comportement est donne´e en Annexe B.
50
Chapitre 2. A` la recherche de la striction localise´e
*

0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
-0,44 -0,26 -0,12 -0,04 0,00 0,02 0,05 0,10 0,25 0,57
Banabic
Hill 48

Fig. 2-16: Pre´diction de striction localise´e pour le crite`re de Hill48 et le crite`re de Banabic
dans le cas d’un mate´riau Cubique Faces Centre´es
Prise en compte de l’endommagement Il ne s’agit pas ici de rentrer dans les de´tails
des mode`les d’endommagement ductile mais de montrer l’inﬂuence de la prise en compte
de l’un de ces mode`les sur la formabilite´ des mate´riaux.
Le couplage entre l’endommagement ductile et l’analyse line´aire de stabilite´ a de´ja`
e´te´ applique´ par le passe´ au mode`le d’endommagement propose´ par Gelin et Predeleanu
[Boudeau 01b]. Traditionnellement, les mode`les d’endommagement les plus utilise´s en
mise en forme sont les mode`les de Gurson et de Lemaitre. Des travaux re´cents dans
l’e´quipe Mise en Forme au LMARC portent sur la de´croissance du module d’Young.
Le mode`le d’endommagement choisi pour ces travaux est par conse´quent le mode`le de
Lemaitre. On se contentera ici de re´aliser le couplage entre l’analyse line´aire de stabilite´
et le mode`le d’endommagement ductile de Lemaitre [Lemaitre 85]. Ce nouveau crite`re
permet ainsi de pre´dire la limite de fracture du mate´riau lors d’un proce´de´ de mise en
forme.
Hypothe`se 21 Pour des raisons de simplicite´, on se place sous l’hypothe`se des con-
traintes planes. L’extension au cas tridimensionnel est facilement re´alisable moyennant
un couˆt de calcul supple´mentaire.
Hypothe`se 22 Le mate´riau est suppose´ orthotrope. Le comportement du mate´riau est
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mode´lise´ par le crite`re de Hill48.
Hypothe`se 23 On travaille sous les hypothe`ses d’endommagement isotrope et d’e´crouissage
isotrope.
Le mode`le de Lemaitre induit peu de changements dans la de´ﬁnition de l’e´quilibre
me´canique d’apre`s le principe d’e´quivalence en de´formations :
Citation 24 ”Tout comportement a` la de´formation, unidimensionnel ou tridimension-
nel, d’un mate´riau endommage´ est traduit par les lois de comportement du mate´riau
vierge dans lesquelles on remplace la contrainte usuelle par la contrainte eﬀective” .
Notation 25 Soit d la variable d’endommagement,
·
d la vitesse d’e´volution de l’endom-
magement et Y la variable d’endommagement associe´e.
Dans le cas de l’endommagement isotrope, le tenseur des contraintes eﬀectives est
relie´ au tenseur des contraintes du mate´riau vierge par :
hσ = σ
1− d (2.67)
Ainsi dans le cas d’un mate´riau orthotrope obe´issant au crite`re de Hill48, la loi de
comportement du mate´riau endommage´ s’exprime par :
Dp =
3
2
1
1− d
·
ε
σH : σ (2.68)
ou` H est le tenseur d’orthotropie de Hill.
D’apre`s le principe d’e´quivalence en de´formations, la contrainte e´quivalente se re´sume
a` :
σ = 1
|1− d|
√
σ : H : σ (2.69)
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Il reste a` de´ﬁnir les variables lie´es a` l’endommagement :
Y = − σ
2 (1− d)2E
#
2
3
(1 + ν) + 1− 2ν
3

trace (σ)
σ
2$
(2.70)
d =
] T
0
·
d dt (2.71)
·
d =

−Y
a0
s0
·
ε (2.72)
ou` a0 et s0 sont des parame`tres de comportement mate´riel a` identiﬁer expe´rimentalement.
Cependant, suite a` l’e´tude de Rice et Tracey sur la croissance d’un vide sphe´rique, l’ap-
proximation s0 * 1 est satisfaisante pour les mate´riaux me´talliques [Habraken 01].
Notation 26 ν est le coeﬃcient de Poisson et E est le module d’Young.
Pour l’analyse de stabilite´, les e´quations (2.34, 2.49, 2.50, 2.51) restent inchange´es.
L’e´quilibre local est donc de´sormais de´ﬁni par les e´quations (2.34, 2.49, 2.50, 2.51, 2.68,
2.69, 2.70, 2.71, 2.72).
La fonction de perturbation reste inchange´e et de´ﬁnie par (2.56).
En perturbant l’e´quation (2.71), on trouve alors l’e´quation suivante :
η δd0 eηt = δ
·
d0

eηT − 1

(2.73)
En faisant tendre la variable de temps t a` l’inﬁni, on montre que cette e´quation conduit
a` :
δd0 = 0 (2.74)
Le syste`me perturbe´ line´arise´ obtenu est donc un syste`me (11× 11) de´pendant des
perturbations de la vitesse d’endommagement δ
·
d et de la variable d’endommagement
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δY :
M

ψ,ϕ, η, hU0

δ hU0 = 0 (2.75)
ou` hU0 repre´sente l’ensemble des variables locales incluant la prise en compte de l’endom-
magement.
On cherche alors a` re´soudre :
detM

ψ,ϕ, η, hU0

= 0 (2.76)
On montre aise´ment en Annexe C que la solution de (2.76) ne fait pas intervenir
explicitement la variable associe´e Y0 ni la vitesse d’endommagement
·
d0 du syste`me ho-
moge`ne. Elles n’interviennent que pour le calcul de d0. Ainsi l’e´quation a` re´soudre est
quasiment la meˆme que dans le cas d’un mate´riau vierge. Il suﬃt juste de remplacer
la contrainte par la contrainte eﬀective. Ainsi on retrouve le principe d’e´quivalence en
de´formations. On re´sout donc :
detiM (ψ,ϕ, η, U0, d0) = 0 (2.77)
ou` iM est une matrice (9× 9) et ou` U0 repre´sente les variables locales correspondant
a` un mate´riau vierge.
Il convient de´sormais de calculer les grandeurs me´caniques. Il faut calculer en plus des
variables locales d’un mate´riau vierge

σ, σ, εp, εp,Dp,
·
ε

, les variables lie´es a` l’endom-
magement

Y, d,
·
d

. L’algorithme de calcul de ces grandeurs est une version modiﬁe´e de
l’algorithme 2-12.
Connaissant les variables locales du mate´riau vierge et lie´es a` l’endommagement, on
peut alors construire des Courbes Limites de Formage. Sur la ﬁgure 2-17, on constate
l’eﬀet de l’endommagement sur la pre´diction de formabilite´ sous hypothe`se de contraintes
planes. On constate que la forme de la courbe obtenue dans le domaine de l’expansion est
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ame´liore´e. Cependant, la de´formation critique est diminue´e. En eﬀet, les Courbes Limites
de Formage ont e´te´ construites pour un exposant de la loi d’e´crouissage n e´gal a` 0.29. Or
en traction uniaxiale, la de´formation critique pre´dite vaut 0.25 soit infe´rieure a` la valeur
de n et donc aux re´sultats de Hill.
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Fig. 2-17: Inﬂuence de la prise en compte de l’endommagement sur les Courbes Limites
de Formag the´oriques
2.4.2 Recherche d’instabilite´ dans le cas de la ﬂexion d’une
bande large
L’e´quilibre conside´re´ dans les parties pre´ce´dentes pour la construction de Courbes
Limites de Formage mode´lise une plaque soumise a` des eﬀorts de traction. Cependant,
en emboutissage de toˆles ou hydroformage de tubes, cet e´quilibre ne concerne qu’une
partie inﬁme de la pie`ce de´forme´e. De plus, en hydroformage de tubes, on re´alise parfois
des ope´rations de pre´formage consistant a` de´former le tube par un eﬀort de ﬂexion. On
peut s’interroger le´gitimement sur l’inﬂuence de tels eﬀorts sur l’apparition de striction
localise´e. Le peu de travaux analytiques de striction localise´e sur une pie`ce soumise a` un
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eﬀort de ﬂexion conduit donc a` une premie`re e´tude simpliﬁe´e. On s’attache a` caracte´riser
l’apparition de striction localise´e sur une plaque large soumise a` un simple eﬀort de
ﬂexion.
Rappel de l’e´quilibre en ﬂexion
Hypothe`se 27 On travaille avec un rayon de courbure suﬃsamment grand par rapport
a` l’e´paisseur (5 a` 6 fois plus grand). De plus on ne s’inte´resse ici qu’a` un proce´de´ de
ﬂexion pure.
Hypothe`se 28 On utilise la the´orie des plaques.
Hypothe`se 29 Le mate´riau est soumis a` un eﬀort en ﬂexion tel que le mate´riau est
e´lastique pour tout z ∈

− s
2
, s
2

et il est plastique pour tout z ∈

−h
2
,− s
2

∪

s
2
, h
2

Hypothe`se 30 La forme des tenseurs des contraintes, des de´formations et des taux de
de´formations sont les suivantes :
σ =


σxx 0 0
0 σyy 0
0 0 0

 , ε =


εxx 0 0
0 0 0
0 0 εzz

 , D =


Dxx 0 0
0 0 0
0 0 Dzz


L’e´quilibre d’une plaque est donne´ par :
−−−→
div M −−→Q + (−→m ∧−→z ) = OO
div OQ+ p = 0
avec
— M est le tenseur des moments :
Mxx =
] h/2
−h/2
zσxxdz (2.78)
Myy =
] h/2
−h/2
zσyydz (2.79)
Mxy =
] h/2
−h/2
zσxydz (2.80)
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— OQ est le vecteur des eﬀorts tranchants ge´ne´ralise´s :
Qx =
] h/2
−h/2
σxzdz (2.81)
Qy =
] h/2
−h/2
σyzdz (2.82)
— p repre´sente la densite´ d’eﬀort surfacique s’exerc¸ant perpendiculairement au plan
de la plaque,
— Om est la densite´ surfacique des moments s’exerc¸ant dans le plan de la plaque,
— Oz est le vecteur direction dans l’e´paisseur de la plaque.
En isotropie tranverse, l’e´tat de ﬂexion est donne´ par [Joannic 98] :
σyy =
r
1 + r
σxx (2.83)
ou` r = dεyy
dεxx ( r = 1 dans le cas isotrope).
La de´formation e´quivalente et la contrainte e´quivalente sont de´ﬁnies par :
ε = 1 + r√
1 + 2r

ε2xx + ε2yy +

2r
1 + r

εxxεyy
1/2
(2.84)
σ =

σ2xx + σ2yy −

2r
1 + r

σxxσyy
1/2
(2.85)
En utilisant (2.83) dans (2.85), on obtient alors l’expression suivante pour la contrainte
e´quivalente :
σ = |σxx|
(1 + 2r)1/2
1 + r
(2.86)
De plus, on suppose que la mate´riau obe´it a` une loi d’e´crouissage de Hollomon avec
de´pendance a` la vitesse de de´formation :
σ = Kεn
·
ε
m
(2.87)
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Remarque 31 On conside`re une de´pendance a` la vitesse de de´formation pour des raisons
calculatoires lors de la recherche d’instabilite´. Pour la de´ﬁnition de l’e´quilibre en ﬂexion
on impose m = 0.
En imposant εyy = 0, la contrainte e´quivalente devient :
ε = 1 + r√
1 + 2r
|εxx| (2.88)
Les e´quations (2.86), (2.87) (avec m = 0), (2.88) entraˆınent :
|σxx| = K

1 + r√
1 + 2r
n+1
|εxx|n (2.89)
On souhaite exprimer les moments :
] h/2
−h/2
σxxz dz =
] −s/2
−h/2
σxxz dz+
] s/2
−s/2
σxxz dz+
] h/2
s/2
σxxz dz
avec
] −s/2
−h/2
σxxz dz =
] −s/2
−h/2
sgn (σxx)K

1 + r√
1 + 2r
n+1
|εxx|n z dz (2.90)
] s/2
−s/2
σxxz dz =
] s/2
−s/2
E
1− ν2εxxz dz (2.91)
] h/2
s/2
σxxz dz =
] h/2
s/2
sgn (σxx)K

1 + r√
1 + 2r
n+1
|εxx|n z dz (2.92)
La de´formation axiale peut eˆtre approche´e par :
εxx *
z
R
(2.93)
ou` R est le rayon de courbure.
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De plus, on sait que sgn (σxx) = sgn (εxx) = sgn(z). Et on a εxx (z = s) = sR = ε0 ⇒
s = Rε0. On en de´duit alors :
Mxx =
K
Rn

1 + r√
1 + 2r
n+1
1
n+ 2
1
2n+1

hn+2 −Rn+2εn+20

+
E
1− v2
R2ε30
12
(2.94)
Myy =
r
1 + r
Mxx (2.95)
E´quations d’e´quilibre
On impose σxy = 0. L’e´quilibre local est donne´ par :
−−−→
div M =
−→
Q (2.96)
div OQ = 0 (2.97)
ou encore dans notre cas :
−−−→
div M = 0 (2.98)
div
−−−→
div M = 0 (2.99)
Le taux de de´formation Dxx est relie´ a` la contrainte σxx par la relation :
Dxx =
1 + 2r
(1 + r)2
·
ε
σσxx (2.100)
De plus, les taux de de´formations doivent ve´riﬁer les e´quations de compatibilite´ :
Dxx,zz +Dzz,xx = 2Dxz,xz (2.101)
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Perturbation
Les variables a` perturber sont R, h et les variables locales de l’e´quilibre. La fonction
de perturbation f (x, t) est la meˆme que dans la partie 2.3.2, a` savoir :
f (−→x , t) = eηteiξ−→x .−→n (2.102)
ou` η ∈ C, ξ ∈ R et −→n =


sinϕ cosψ
sinϕ sinψ
cosϕ

. On en de´duit donc :
f(x, t),x =
∂
∂x

eηteiξ
−→x .−→n  = sinϕ cosψf(x, t) (2.103)
f(x, t),y =
∂
∂y

eηteiξ
−→x .−→n  = sinϕ sinψf(x, t) (2.104)
f(x, t),xx =
∂2
∂x2

eηteiξ
−→x .−→n  = (sinϕ cosψ)2 f(x, t) (2.105)
f(x, t),zz =
∂2
∂z2

eηteiξ
−→x .−→n  = cos2 ϕ f(x, t) (2.106)
Apre`s perturbation et line´arisation, les e´quations 2.86, 2.87, 2.93, 2.100, 2.101 s’e´crivent :
σxx
1 + 2r
(1 + r)2
δσ0xx − σ¯ δσ¯0 = 0 (2.107a)
−ηδσ¯0 +
#
nσ¯
ε¯ + η
mσ¯
·
ε
$
δ
.
ε¯0= 0 (2.107b)
R2δD0xx + zηδR0 = 0 (2.107c)
1 + 2r
(1 + r)2
.
ε¯ δσ0xx −Dxxδσ¯0 − σ¯ δD0xx +
1 + 2r
(1 + r)2
σxxδ
.
ε¯0= 0 (2.107d)
cos2 ϕδD0xx + (sinϕ cosψ)2 δD0zz = 0 (2.107e)
On remarque que pour la perturbation de l’e´quation de compatibilite´ 2.101, on ne´glige
la perturbation δDxz. De plus, de par la forme de cette e´quation, on exclut le couple
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d’angles (ϕ,ψ) = (π/2,π/2) des couples de´ﬁnissant le plan d’instabilite´.
On s’inte´resse de´sormais a` la perturbation de l’e´quation de de´ﬁnition des moments
suivant x 2.94 :
M0xx+δMxx =
K
(R0 + δR)n

1 + r√
1 + 2r
n+1 1
n+ 2
1
2n+1

h0 + δh
n+2 −

R0 + δR
n+2 εn+20

+
E
1− v2
(R0 + δR)2 ε30
12
(2.108)
Cela peut se re´e´crire :
− δM0xx +K

1 + r√
1 + 2r
n+1
1
2n+1
(h0)
n+1
(R0)n
δh0 +
#
− nK
n+ 2
1
2n+1

1 + r√
1 + 2r
n+1 (h0)n+2
(R0)n+1
+
E
1− v2
ε30
6
R0 −K

1 + r√
1 + 2r
n+1 1
n+ 2
R0
2n
εn+20
$
δR0 = 0 (2.109)
On simpliﬁe cette e´criture en la remplac¸ant par :
−δM0xx +K1δh0 +K2δR0 = 0 (2.110)
avec
— K1 = K

1+r√
1+2r
n+1
1
2n+1
(h0)
n+1
(R0)n
— K2 = −
nK
n+ 2
1
2n+1

1+r√
1+2r
n+1 (h0)n+2
(R0)n+1
+ E
1−v2
ε30
6
R0 −K

1+r√
1+2r
n+1 1
n+ 2
R0
2n
εn+20
La perturbation des moments suivant y 2.95 s’obtient rapidement :
M0yy + δMyy =
r
1 + r

M0xx + δMxx

(2.111)
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Soit encore :
δM0yy =
r
1 + r
δM0xx (2.112)
On perturbe cette fois les e´quations 2.98 et 2.99 :
−−−−−−−−−−−−−−−−→
div

M0 + δM0f(x, t)

= 0 (2.113)
div
−−−−−−−−−−−−−−−−→
div

M0 + δM0f(x, t)

= 0 (2.114)
Comme M0 est solution de 2.98 et 2.99, on a :
−−−−−−−−−−−→
div

δM0f(x, t)

= 0 (2.115)
div
−−−−−−−−−−−→
div

δM0f(x, t)

= 0 (2.116)
Ce qui peut encore s’e´crire :
δM0xxf(x, t),x = 0 (2.117)
δM0yyf(x, t),y = 0 (2.118)
δM0xxf(x, t),xx + δM0yyf(x, t),yy = 0 (2.119)
En utilisant la de´ﬁnition de la fonction de perturbation, on obtient :
sinϕ cosψ δM0xx = 0 (2.120)
sinϕ sinψ δM0yy = 0 (2.121)
sin2 ϕ

cos2 ψδM0xx + sin2 ψδM0yy

= 0 (2.122)
L’e´quation (2.122) est line´airement de´pendante des e´quations (2.120) et (2.121). De plus,
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en utilisant (2.112), l’e´quation (2.121) devient :
r
1 + r
sinϕ sinψ δM0xx = 0 (2.123)
On utilise le fait que :
δD0xx = ηδε0xx (2.124)
δ
·
ε
0
= ηδε0 (2.125)
hδD0zz = ηδh0 (2.126)
D’apre`s les e´quations 2.107, 2.110 et 2.123 le syste`me perturbe´ et line´arise´ s’e´crit :


σxx 1+2r(1+r)2 −σ¯ 0 0 0 0 0
0 −η 0 nσ¯ε¯ + ηmσ¯·ε 0 0 0
0 0 R2 0 0 ηz 0
1+2r
(1+r)2
·
ε −Dxx −σ¯ 1+2r(1+r)2σxx 0 0 0
0 0 cos2 ϕ 0 (sinϕ cosψ)2 0 0
0 0 0 0 hK1 ηK2 −η
0 0 0 0 0 0 r
1+r
sinϕ sinψ




δσ0xx
δσ0
δD0xx
δ
·
ε
0
δD0zz
δR0
δM0xx


=
−→
0
(2.127)
Avec
— K1 = K

1+r√
1+2r
n+1
1
n+2
1
2n+1
(h0)
n+1
,
— K2 = −M0xx −K

1+r√
1+2r
n+1
1
n+2
1
2n+1
(R0)
n+1 εn+20 + E1−v2
R0ε3
0
12
En e´crivant ce syste`me sous la forme MδU0 = 0, on cherche η / det(M) = 0. Le
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de´terminant de la matrice pre´ce´demment de´ﬁnie est donne´ par :
det(M) = −η

ησ2x
1 + 2r
(1 + r)2
−

nσ¯
ε¯ + ηK
mσ¯
.
ε¯

σxDx − σ¯∗
.
ε¯
 (1 + 2r) r
(1 + r)3
sinϕ sinψ detA111
(2.128)
ou` det (A111) = det


R2 0 z
cos2 ϕ (sinϕ cosψ)2 0
0 hK1 K2

 = R
2 (sinϕ cosψ)2K2+ z cos2 ϕhK1.
Remarque 32 On constate que le de´terminant de la matrice M s’annule pour des cou-
ples d’angles (ϕ,ψ) appartenant a` l’ensemble {(0,ψ) , (ϕ, 0) , (π/2,π/2)}. Si les deux pre-
miers couples ne correspondent pas a` un plan d’instabilite´ cohe´rent physiquement, le
dernier couple est un plan d’instabilite´ probable. Dans ce cas pre´cis, cela revient a` con-
side´rer que l’on n’a pas perturbe´ l’e´quation de compatibilite´ 2.101.
On ve´riﬁe aise´ment que, pour m = 0 et pour des angles ϕ et ψ ∈ ]0; π/2[ quelconques,
la solution est donne´e par :
η =
nσ (1 + r)2

σxxDxx − σ¯
·
ε

σ2xxε¯ (1 + 2r)
(2.129)
En utilisant 2.86 et 2.100, on constate que l’on a

σxxDxx − σ¯
·
ε

= 0 (2.130)
Il semble donc qu’il ne puisse y avoir apparition de striction lors de la ﬂexion pure
d’une bande large.
2.5 Conclusion
Dans ce chapitre, les diﬀe´rentes mode´lisations de la striction localise´e ont e´te´ pre´sente´es.
Si le doute subsite quant a` la mode´lisation mathe´matique de la striction localise´e en tant
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que bifurcation ou instabilite´ d’e´quilibre, la recherche d’instabilite´ du ﬂux de matie`re par
une me´thode de perturbation a e´te´ choisie. Cette mode´lisation semble en eﬀet proche
de la re´alite´ me´canique du phe´nome`ne de striction localise´e. De plus, cette me´thode
s’adapte aise´ment et rapidement aux diﬀe´rentes mode´lisations de l’e´quilibre me´canique.
La mode´lisation de cet e´quilibre sous hypothe`se de contraintes planes omet de conside´rer
tous les modes d’instabilite´s possibles. Ainsi une recherche d’instabilite´ sous un e´tat quel-
conque de contraintes et de´formations est propose´e. On de´rive alors un crite`re d’instabilite´
absolue. En observant l’e´volution de l’instabilite´ par rapport a` la vitesse de de´formation
e´quivalente, ce crite`re se transforme alors en un crite`re d’instabilite´ eﬀective autorisant
la construction automatique de Courbes Limites de Formage. On a ainsi pu montrer l’in-
ﬂuence de la mode´lisation de comportement mate´riel sur la formabilite´ d’un mate´riau.
Mais la mode´lisation de la striction localise´e telle qu’elle a e´te´ propose´e se restreint a`
un cas de plaque sous tension, ainsi les de´formations de ﬂexion ne sont pas conside´re´es.
En l’absence de travaux sur ce sujet, on s’est concentre´ sur la recherche de striction lo-
calise´e lors d’un proce´de´ de ﬂexion pure d’une bande large. Les re´sultats obtenus tendent
a` prouver qu’il ne peut y avoir instabilite´ lors d’un tel proce´de´. Le plissement, qui peut
eˆtre associe´ a` l’apparition de de´formations de ﬂexion, peut-il alors eˆtre mode´lise´ par une
analyse line´aire de stabilite´ ? La mode´lisation de ce de´faut fait l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3
Pre´diction de l’apparition de plis
3.1 Introduction
Le terme de plis (ou plissement) correspond a` l’apparition d’ondulations ou cloques
sur la pie`ce de´forme´e lors de proce´de´s de mise en forme. Il s’agit de de´fauts de forme dus
a` une ou plusieurs contraintes de compression. Les plis peuvent survenir dans le domaine
e´lastique et dans le domaine plastique. En pratique, en mise en forme des mate´riaux,
les plis se forment le plus souvent lorsque la pie`ce se de´forme dans le domaine plastique.
L’apparition de plis en emboutissage est observable tre`s facilement a` partir d’un simple
essai d’emboutissage d’une coupelle conique. Il est de´sormais bien connu que lors d’un tel
essai, l’eﬀort serre-ﬂan est un parame`tre important pour re´duire les plis qui se produisent
en re´gulant le ﬂux de matie`re (voir par exemple [Cao 95]). Mais les plis en emboutissage
peuvent e´galement apparaˆıtre sur le mur libre la pie`ce ; c’est-a`-dire la partie de la pie`ce
qui n’est en contact ni avec le poinc¸on ni avec la matrice (ﬁgure 3-1). De tels plis ne se
re´sorbent pas toujours. Des plis peuvent e´galement se former lors de la relaxation des
contraintes apre`s retour e´lastique.
En hydroformage, deux de´fauts en compression peuvent apparaˆıtre (ﬁgure 3-2). Le
premier de ces de´fauts est le ﬂambage de la structure qui se comporte alors comme une
poutre en compression. Ce de´faut est visible lorsque la contrainte de compression axiale
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Fig. 3-1: Apparition de 11 vagues circonfe´rencielles lors de l’emboutissage d’une coupelle
conique.
d’une partie du tube de´passe la rigidite´ du mate´riau. Il se forme pour de faibles niveaux de
de´formation. Le deuxie`me de´faut est le ﬂambage du mur du tube. On retrouve quelques
fois ce phe´nome`ne dans la litte´rature sous la de´nomination de plissement [Koc¸ 02]. Si
les deux de´fauts sont dus a` des contraintes de compression axiales trop e´leve´es pour la
structure, ils se distinguent par la ge´ome`trie sur laquelle on peut les observer. En eﬀet,
le ﬂambage apparaˆıt plutoˆt sur des tubes dont le rapport du diame`tre sur l’e´paisseur
est petit, tandis que le plissement apparaˆıt pour des structures minces relativement au
diame`tre du tube.
Fig. 3-2: De´fauts pouvant apparaˆıtre lors d’un proce´de´ d’hydroformage de tubes d’apre`s
[Koc¸ 02]. (a) ﬂambage du mur du tube : plissement, (b) ﬂambage global, (c) e´clatement
Le plissement/ﬂambage est donc pre´sent aussi bien lors de proce´de´s d’emboutissage
que d’hydroformage. Bien que la ge´ome´trie de la pie`ce intervenant dans ces deux proce´de´s
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diﬀe`re, la cause me´canique reste la meˆme. Malheureusement, comme pour l’apparition
de striction, il existe beaucoup de parame`tres inﬂuenc¸ant l’apparition des de´fauts de
compression. Des tests ont e´te´ propose´s aﬁn de de´ﬁnir la pre´dispostion d’un mate´riau au
plissement. Parmi les tests les plus connus, on peut citer le test de ﬂambage de Yoshida
(Yoshida Buckling Test [Yoshida 83]) et le test d’emboutissage d’une coupelle. Ces tests
feront l’objet de simulations nume´riques dans le chapitre suivant.
Le test de Yoshida est certainement le plus simple en the´orie a` re´aliser. En eﬀet, il
consiste a` exercer un eﬀort de traction suivant l’une des diagonales d’une plaque carre´e
(ﬁgure 3-3). Des contraintes de compression se cre´ent au centre de la pie`ce, ce qui entraˆıne
141 mm
1
0
0
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m
Grip zone
Grip zone
Fig. 3-3: De´ﬁnition de la ge´ome´trie du Yoshida Buckling Test.
la formation de plis. Le test original a subi quelques transformations aﬁn de contrer les
glissements sous les mors et les risques de rupture. On trouve e´galement ce test sous une
forme biaxe´e : un eﬀort de traction est exerce´ suivant les deux diagonales. La mise en
œuvre expe´rimentale de ce test a notamment permis d’observer l’e´volution de la hauteur
et de la forme de pli en fonction de l’exposant de la loi d’e´crouissage, de la contrainte
limite de plasticite´ et du coeﬃcient d’anisotopie normale [Szacinski 84]. Une approche par
re´seaux de neurones, utilisant les re´sultats expe´rimentaux du test de Yoshida, a permis
la construction de courbes limites de plis en de´formation [Di 97]. Ce test a e´galement e´te´
simule´ nume´riquement aﬁn de ve´riﬁer les crite`res de pre´diction de ﬂambage ainsi que le
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bon comportement des algorithmes de simulation [Nordlund 97], [Lejeune 02], [Kim 00b],
[Tomita 88], [Wang 93], [PressesCNRS 90b]... Mais la simulation de ce test pose quelques
proble`mes dus au glissement de la partie sous les mors. Kim et al. [Kim 00b] semblent
avoir contourne´ ce proble`me en adaptant les conditions limites pour ajuster les re´sultats
expe´rimentaux.
Le test de Yoshida, de par sa de´ﬁnition, n’est malheureusement gue`re utilisable pour
l’analyse du plissement intervenant lors de proce´de´s de mise en forme (au meˆme titre que
le test de traction pour la recherche de striction localise´e en emboutissage). Concernant
l’analyse du plissement en emboutissage, le test de la coupelle a alors e´te´ de´ﬁni. De meˆme
que pour le test de Yoshida, des e´tudes expe´rimentales et nume´riques on e´te´ compare´es
[PressesCNRS 90a], [PressesCNRS 90b]. Suivant la ge´ome´trie, il est possible de constater
la pre´sence de plis dans le mur libre. Le nombre de plis de´pend de la ge´ome´trie utilise´e.
Mais, si l’essai de coupelle est un test se rapprochant des conditions d’emboutissage d’une
pie`ce, il n’empeˆche que la ge´ome´trie particulie`re de ce test n’autorise pas la ge´ne´ralisation
des re´sultats a` des proce´de´s d’emboutissage suivant des formes quelconques. Le recours
a` la simulation nume´rique est alors un apport inde´niable permettant la re´duction des
couˆts et surtout permettant, via des algorithmes d’optimisation, d’obtenir les parame`tres
optimaux avec, par exemple, la re´duction optimale de l’e´paisseur. Encore faut-il de´ﬁnir
correctement des crite`res de plissement !
Du point de vue de la mode´lisation, le plissement dans le domaine plastique est
mode´lise´ comme du ﬂambage plastique localise´ pour lequel la longueur d’onde des ondula-
tions est tre`s faible [Neale 89], [De Magalhaes 01], ... Les premiers travaux de mode´lisation
du ﬂambage semblent eˆtre dus a` Euler, il y a environ 200 ans. Ces travaux sur le ﬂam-
bage e´lastique ne trouve`rent d’application qu’avec l’utilisation de structures en me´tal.
Les re´sultats expe´rimentaux de l’apparition du ﬂambage sur une poutre en compres-
sion ont montre´ que la structure pouvait ﬂamber pour de faibles niveaux de contraintes.
L’essentiel des travaux se porta alors sur l’analyse du ﬂambage e´lastique [Timoshenko 61],
[Singer 97a],...
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Il est important de rappeller que, dans ce cas pre´cis, le syste`me re´gissant l’e´quilibre
de la structure est conservatif. Cela entraˆıne une e´quivalence entre les notions de sta-
bilite´ et d’unicite´ [Nguyen 95]. Ainsi, on se doit de rester prudent quant a` l’extension a`
un mate´riau e´lastoplastique (on a alors un syste`me disspatif) de re´sultats the´oriques sur
le ﬂambage e´lastique. A` titre d’exemple, dans [Singer 97c], deux mode´lisations de ﬂam-
bage plastique d’une poutre en compression sont rappelle´es. La premie`re mode´lisation est
base´e sur l’hypothe`se que l’e´quilibre d’une poutre devient instable lorsque, sous la meˆme
condition de chargement axial, il existe des positions d’e´quilibre tre`s proche de l’e´quilibre
”droit”. La seconde mode´lisation du ﬂambage plastique est base´e sur l’hypothe`se que la
ﬂexion d’une poutre initialement droite de´butera de`s lors que le chargement associe´ au
module tangent est de´passe´. Suivant ces deux mode´lisations, il est possible d’obtenir le
chargement axial critique. Le chargement critique calcule´ suivant la premie`re hypothe`se,
respectivement la seconde hypothe`se, constitue la borne supe´rieure, respectivement la
borne infe´rieure, du chargement critique pour les poutres en compression. L’existence
de ces deux valeurs extreˆmes a d’ailleurs e´te´ prouve´e par [Cimetie`re 96]. Sur cet ex-
emple e´le´mentaire, on constate de plus qu’il n’existe pas une valeur de chargement cri-
tique mais plutoˆt un intervalle continu dans lequel le ﬂambage va apparaˆıtre (voir par
exemple [Nguyen 99]). De manie`re ge´ne´rale, lorsque les non-line´arite´s du syste`me sont
ge´ome´triques et/ou mate´rielles, le point de bifurcation du syste`me peut apparaˆıtre de
manie`re stable. Le chargement correspondant a` l’apparition du phe´nome`ne de bifurca-
tion est plus faible que le chargement correspondant a` la perte de stabilite´ de l’e´quilibre.
Cette diﬀe´rence entre stabilite´ et bifurcation est de´montre´e dans le cas e´lastoplastique
par Hill [Hill 58] et rappelle´e dans [Nguyen 84].
Il semble donc peu aise´ de de´terminer pre´cise´ment l’instant d’apparition de ﬂambage
dans le domaine plastique. Ce point est d’ailleurs souligne´ dans [Baz˘ant 91] ou` il est note´
que ”l’e´tude de la stabilite´ est souvent confuse car la de´ﬁnition de la stabilite´ structurelle
est elle-meˆme instable”. La diﬃculte´ est e´galement accrue par le fait que le ﬂambage
n’est pas seulement de´pendant de la rigidite´ du mate´riau et/ou de la ge´ome´trie. En eﬀet,
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les conditions impose´es aux bords de la structure inﬂuencent fortement le mode de ﬂam-
bage. Cela entraˆıne non seulement des diﬃculte´s quant a` la mode´lisation de proble`mes
de mise en forme, mais e´galement des diﬃculte´s lors de re´alisations expe´rimentales. En
eﬀet, pour obtenir deux formes identiques, on se doit de controˆler parfaitement tous les
parame`tres du proce´de´. Aﬁn de surmonter ces proble`mes pour de´ﬁnir une mode´lisation
la plus proche de la re´alite´ physique, de nombreux travaux et ouvrages se sont multiplie´s
ces dernie`res anne´es sur l’e´tude du ﬂambage pour des e´tudes inte´ressant les industries
spatiales, ae´ronautiques, nucle´aires, automobiles, ... Mais, actuellement, il n’existe pas de
me´thodes pre´cises de pre´diction du plissement lors de simulation d’hydroformage et d’em-
boutissage de structures minces. Par exemple, la comparaison re´cente de la pre´diction de
plis dans le cas de deux codes e´le´ments ﬁnis avec les re´sultats expe´rimentaux [Kawka 01]
montre bien que ce proble`me reste ouvert.
De cette multitude de travaux, quatre approches, relatives a` l’analyse du plissement
en mise en forme de structures minces, se de´gagent. La plus utilise´e pour les proble`mes
de mise en forme est tre`s certainement la me´thode de recherche d’unicite´ de Hill [Hill 58].
Il y est propose´ de de´ﬁnir une fonctionnelle comme crite`re de bifurcation. La me´thode
de l’e´nergie a e´te´ applique´e par Yossifon et al. [Yossifon 84] pour l’analyse du ﬂambage
plastique lors d’un proce´de´ d’hydroformage de ﬂan. Cette e´tude a e´galement e´te´ adapte´e a`
la pre´diction de plissement sur le mur dans un proce´de´ d’emboutissage par Cao [Cao 99].
La troisie`me approche a e´te´ introduite par Nordlund et Ha¨ggblad [Nordlund 97]. Cette
analyse est base´e sur l’observation expe´rimentale de la caracte´risation des plis. Partant de
cette observation, un crite`re me´canique proche du crite`re de Hill [Hill 58] a e´te´ de´ﬁni. La
dernie`re approche que nous e´tudierons est une me´thode de perturbation. Cette me´thode
qui a e´te´ utilise´e pour l’analyse de bifurcation de diﬀe´rentes structures e´lastiques sera
adapte´e a` un mate´riau e´lastoplastique. Cette me´thode s’apparente a` l’e´tude de structure
avec imperfection.
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3.2 Analyse en bifurcation
3.2.1 De´ﬁnition de la fonctionnelle de bifurcation
La recherche de bifurcation de la solution de l’e´quilibre me´canique formule´ en vitesse
qui est de´crite dans cette partie est la plus largement utilise´e pour la recherche de plis
et/ou ﬂambage en mise en forme des mate´riaux. Traditionnellement utilise´e dans le
cadre de la mise en forme de toˆles minces ([Dutilly 98], [Brunet 97b], [De Magalhaes 01],
[Chu 01], [Kim 00c], ...), cette me´thode a e´te´ dernie`rement adapte´e a` l’analyse nume´rique
du ﬂambage en hydroformage de tubes [Nefussi 02]. L’unicite´ de la solution est e´tudie´e
d’apre`s la me´thode mathe´matique classique consistant a` observer la coexistence de deux
solutions. Aﬁn de pouvoir re´soudre ce proble`me non-line´aire, Hill [Hill 61] a introduit
le solide line´aire de re´fe´rence. Ainsi, la re´solution du proble`me non-line´aire initial se
rame`ne a` l’e´tude d’un proble`me line´aire. Plus pre´cise´ment, il s’agit de de´terminer l’e´tat
me´canique conduisant a` l’annulation d’une fonctionnelle. Celle-ci est appelle´e fonction-
nelle de bifurcation de Hill dans la plupart des travaux utilisant cette me´thode.
Hill a de´ﬁni et utilise´ cette me´thode pour l’e´tude de bifurcation applique´e a` des solides
rigide-plastiques, e´lastoplastiques et d’une manie`re plus ge´ne´rale a` des milieux continus
non-line´aires [Hill 57], [Hill 58], [Hill 61]. Ces nombreux travaux ont permis de montrer
la non-e´quivalence entre point de stabilite´ et point de bifurcation pour des milieux non-
line´aires.
Par la suite, Hutchinson [Hutchinson 74] a utilise´ les travaux de Hill. Il a alors e´tudie´
l’apparition de ﬂambage plastique pour des coques de Donell-Mushrati-Vaslov. Hutchin-
son choisit de travailler dans la conﬁguration lagrangienne ce qui permet de simpliﬁer
l’analyse.
Notation 33 Un point mate´riel est repe´re´ par les coordonne´es x1, x2, x3 telles que les
deux premie`res sont les coordonne´es dans le plan moyen de la coque et x3 est la coordonne´e
normale a` la surface moyenne non-de´forme´e.
Notation 34 On de´ﬁnit les indices grecs α, β tels que α, β = 1, 2 et les indices latins i,
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j, k, l tels que i, j, k, l = 1, .., 3.
Le tenseur des de´formations lagrangiennes, note´ ε, se de´compose alors en de´formation
de tension εmαβ et en de´formation de ﬂexion καβ :
εαβ = εmαβ + x3καβ (3.1)
avec
εmαβ =
1
2
(Uα,β + Uβ,α) + bαβU3 +
1
2
U3,αU3,b (3.2)
καβ = −U3,αβ (3.3)
ou` U est le vecteur de´placement, avec (Uα)α=1,2et U3 sont respectivement le vecteur des
de´placements tangentiels et le de´placement normal a` la surface moyenne et bαβ est le
tenseur de courbure de la surface moyenne non de´forme´e.
Soit T l’eﬀort ge´ne´ralise´ par unite´ d’aire s’exerc¸ant sur la coque. Le principe des
travaux virtuels exprime´ en fonction des contraintes ge´ne´ralise´es et des moments s’e´crit :
]
A

Nαβδεmαβ +Mαβδκαβ

dA =
]
A

T iδUi

dA+ termes de bord (3.4)
avec
δεmαβ =
1
2
(δUα,β + δUβ,α) + bαβδU3 +
1
2
(U3,βδU3,α + U3,αδU3,β) (3.5)
δκαβ = −δU3,αβ (3.6)
Les composantes contravariantes des contraintes ge´ne´ralise´es et moments s’expriment en
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fonction des composantes contravariantes du tenseur de Kirchoﬀ τ par :
Nαβ =
] t/2
−t/2
ταβdx3 (3.7)
Mαβ =
] t/2
−t/2
ταβx3dx3 (3.8)
La forme incre´mentale du principe des travaux virtuels est alors donne´e par :
]
A

N˙αβδεmαβ +Nαβ0 U˙3,αδU3,β + M˙αβδκαβ

dA =
]
A

T˙ iδUi

dA (3.9)
ou`

N ij0

i,j=1,3
repre´sente les composantes du tenseur des contraintes ge´ne´ralise´es de l’e´tat
courant, c’est-a`-dire de l’e´tat de pre´bifurcation.
La condition de bifurcation est obtenue d’apre`s la technique usuelle de de´termination
d’unicite´ d’une solution. On s’inte´resse ici a` l’unicite´ en termes de vitesse des solutions de
l’e´quation 3.9. Supposons qu’il existe deux e´tats me´caniques satisfaisant l’e´quation 3.9.
Notation 35 On note Xa, respectivement Xb, les grandeurs me´caniques se rapportant
au premier e´tat, respectivement deuxie`me e´tat.
Notation 36 On note X˜ = X˙a − X˙b la diﬀe´rence entre les incre´ments des grandeurs
me´caniques des deux e´tats. Ainsi, par exemple, on note U˜ = U˙a − U˙ b.
D’apre`s 3.9, on prouve alors (voir [Hutchinson 74]), en utilisant le fait que les deux
e´tats sont des e´tats d’e´quilibre, que :
]
A

N˜αβ ε˜mαβ +Nαβ0 U˜3,αU˜3,β + M˜αβκ˜αβ

dA =
]
A

T˜ iU˜i

dA (3.10)
De par la construction du vecteur T˜ et des conditions limites, si deux solutions en vitesse
coexistent, alors :
]
A

N˜αβ ε˜mαβ +Nαβ0 U˜3,αU˜3,β + M˜αβκ˜αβ

dA = 0 (3.11)
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Il en de´coule donc que la condition suﬃsante d’unicite´ est donne´e par :
]
A

N˜αβ ε˜mαβ +Nαβ0 U˜3,αU˜3,β + M˜αβκ˜αβ

dA > 0 (3.12)
3.2.2 Lois de comportement
On conside`re que les tenseurs des taux de contraintes et de de´formations sont relie´s
de la manie`re suivante :
τ˙ = L : ε˙ (3.13)
avec L un tenseur de comportement incre´mental d’ordre 4. En utilisant le solide line´aire
de comparaison de Hill [Hill 61], le tenseur de comparaison est de´ﬁni par :
L = LP dans le domaine plastique (3.14)
L = Le dans le domaine e´lastique (3.15)
Hutchinson formule alors l’hypothe`se de contraintes planes. Le tenseur de la loi de com-
portement s’exprime sous la forme :
L¯αβκγ = Lαβκγ − L
αβ33L33κγ
L3333
(3.16)
Il est alors possible de relier les taux de contraintes ge´ne´ralise´es et de moments aux taux
de de´formations de traction-ﬂexion :
N˙ = H(1) : ε˙m +H(2) : κ˙ (3.17)
M˙ = H(2) : ε˙m +H(3) : κ˙ (3.18)
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avec
H(i) =
] t/2
−t/2
L¯αβκγ

x3
i−1
dx3 (3.19)
La fonctionnelle de bifurcation est alors donne´e par :
]
A

Hαβκγ(1) ε˜mκγ ε˜mαβ + 2H
αβκγ
(2) ε˜mκγκ˜mαβ +H
αβκγ
(1)κγ κ˜κγκ˜αβ +N
αβ
0 U˜3,αU˜3,β

dA > 0 (3.20)
La diﬃculte´ rencontre´e consiste a` choisir la bonne loi de comportement. Hutchinson, dans
son analyse limite´e a` un e´tat de contraintes planes, a clairement montre´ la diﬀe´rence de
re´sultats obtenus suivant que l’on choisisse la the´orie de de´formation J2 ou la the´orie
de l’e´coulement J2. Il semble en eﬀet que la the´orie de l’e´coulement J2 surestime la
limite avant bifurcation. Les conclusions de Hutchinson ont e´te´ conﬁrme´es entre autre
par les travaux de Chu et Xu [Chu 01] qui retrouvent cette diﬀe´rence entre les deux
the´ories (ﬁgure 3-4). Peek [Peek 00] propose une the´orie de de´formation incre´mentale
Fig. 3-4: Diﬀe´rence de contrainte critique entre la the´orie de l’e´coulement et de la
de´formation (d’apre`s [Chu 01])
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comme alternative a` ces deux the´ories. Cette nouvelle the´orie permet ainsi d’obtenir
des pre´dictions de ﬂambage proches de celles de la the´orie de de´formation J2 en con-
servant pour chaque incre´ment les avantages de la the´orie de l’e´coulement : continuite´
et biline´arite´. Il est inte´ressant de noter que Hutchinson a e´galement pose´ les bases de
l’analyse de post-bifurcation pour les solides e´lastoplastiques.
3.2.3 Analyse simpliﬁe´e pour le plissement en emboutissage
Les travaux Hutchinson sur le ﬂambage plastique ont e´te´ utilise´s pour de´tecter l’ap-
parition de plis localise´s pour des coques minces [Hutchinson 85]. On pourra se re´fe´rer a`
[Wang 01] pour une analyse en bifurcation de plaque e´paisse.
Notation 37 On note t l’e´paisseur de la coque suppose´e mince.
Hypothe`se 38 Cette analyse est base´e sur l’hypothe`se que, pour des modes de plissement
de courte longueur d’onde, l’amplitude des plis est faible.
On conside`re que la diﬀe´rence entre la solution en vitesse que l’on aurait sans bifur-
cation et la solution bifurque´e est donne´e par le champ de de´placement incre´mental u˙1,
u˙2, w˙ associe´ au plissement. Il est impose´ tel que :
w˙ = At cos
λ1x1
l

cos
λ2x2
l

(3.21)
u˙1 = Bt sin
λ1x1
l

sin
λ2x2
l

(3.22)
u˙2 = Ct cos
λ1x1
l

sin
λ2x2
l

(3.23)
avec A, B et C les amplitudes associe´es aux trois composantes du champ de vitesse ; λ1
et λ2 les longueurs d’onde associe´es aux directions principales 1 et 2 et l =
√
Rt ou` R
vaut soit le rayon de courbure R1, soit le rayon de courbure R2.
Le choix du de´placement incre´mental implique que l’on observe une partie de la pie`ce
subissant de nombreux plis. On ne´glige alors les conditions de bord ou de continuite´.
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Hypothe`se 39 L’eﬀet des taux de de´formations en traction et en ﬂexion sont suppose´s
de´couple´s :
N˙ = H(11) : ε˙m (3.24)
M˙ = H(22) : κ˙ (3.25)
Hypothe`se 40 L’e´tat de contraintes est suppose´ eˆtre un e´tat de membrane uniforme
dans l’e´paisseur :
N˙ = t L¯ : ε˙m (3.26)
M˙ =
t3
12
L¯ : κ˙ (3.27)
Dans le cas simpliﬁe´, ou` la direction de plissement est aligne´e avec l’une des directions
principales de courbure, un crite`re de plissement exprime´ en contrainte peut eˆtre de´duit
[Hutchinson 85] :
σcr1 =
1√
3

t
R2

L11L22 − L212
1/2
(3.28)
ou` σcr1 repre´sente la contrainte critique perpendiculaire a` la direction 1 et Lαβ sont les
composantes du tenseur de comportement exprime´ sous forme matricielle. Cette expres-
sion suppose que les plis se de´veloppent uniquement suivant la direction 1. On peut noter
dans cette expression l’importance du coeﬃcient ge´ome´trique

t
R2

. La longueur d’onde
critique associe´e a pour expression :
λcr1 =

2
√
3
L11L22 − L212
L11
 1
2
(3.29)
Dans le cas du crite`re anisotrope de Hill 1950 qui de´ﬁnit la contrainte e´quivalente par :
σe =

σ21 −
2r
1 + r
σ1σ2 + σ22

(3.30)
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et sous l’hypothe`se d’un chargement proportionnel, Neale [Neale 89] de´montre, en util-
isant la the´orie de la de´formation, que la de´formation e´quivalente critique dans le cas de
plis perpendiculaires a` la direction 1 s’exprime sous la forme :
εcr1 =
s
(1 + 2r)n√
3 [1 + (1 + ρ) r]

t
R2

(3.31)
Dans ces expressions r est le coeﬃcient d’anisotropie, ρ est le rapport des de´formations
principales et n repre´sente l’exposant de la loi d’e´crouissage qui est de type Hollomon dans
cette analyse. De meˆme que pour la contrainte critique, on voit apparaˆıtre dans 3.31 les
diﬀe´rents parame`tres ge´ome´triques et de comportement mate´riel inﬂuenc¸ant l’apparition
de plissement localise´.
3.2.4 Validite´ et re´sultats de l’analyse simpliﬁe´e
Les crite`res venant d’eˆtre pre´sente´s semblent tre`s pratiques et simples a` mettre en
œuvre. Mais, comme cela est pre´cise´ dans [Neale 89], du fait des nombreuses hypothe`ses
formule´es aﬁn d’obtenir de tels crite`res, l’utilisation meˆme de ces crite`res est limite´e.
Seules les inﬂuences de parame`tres de comportement mate´riel et ge´ome´triques peuvent
eˆtre e´tudie´es par de tels crite`res. On retrouve pour le plissement localise´ la limitation
formule´e lors de la pre´diction de striction localise´e.
Par analogie avec les C.L.F., permettant la mise en e´vidence des parame`tres in-
ﬂuenc¸ant l’apparition de striction, Neale et Tugc¸u [Neale 90] construisent des courbes
limites, exprime´es en contraintes, base´es sur un crite`re de plissement. Ce crite`re est en
fait l’extension de l’analyse simpliﬁe´e au cas ou` les rayons de courbure ne co¨ıncident
pas avec les directions principales du tenseur des contraintes. Malgre´ cette extension, le
crite`re propose´ reste toutefois limite´ et ne peut s’appliquer tel quel aux re´gions de la
toˆle en contact avec la matrice. Cela limite fortement l’utilisation de ce crite`re pour la
pre´diction de plis lors de proce´de´s de mise en forme. Notamment, en emboutissage, seuls
les e´le´ments appartenant au mur libre peuvent eˆtre e´tudie´s par une telle analyse.
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Par contre, l’analyse de bifurcation et les crite`res de plis associe´s, tels qu’ils ont e´te´
de´ﬁnis par Neale et Tugc¸u [Neale 90], montrent l’inﬂuence de l’angle entre les directions
de courbure et les directions principales de contraintes ainsi que l’inﬂuence des diﬀe´rents
parame`tres de comportement mate´riel et ge´ome´triques. On retrouve par cette me´thode
des niveaux de contraintes critiques plus faibles pour un comportement mode´lise´ par la
the´orie de l’e´coulement J2 que par la the´orie de la de´formation (ﬁgures 3-5 et 3-6).
En utilisant les courbes de contraintes critiques de´ﬁnies dans [Neale 90], Kim et. al
[Kim 99] mettent en e´vidence l’inﬂuence plus forte de la contrainte e´quivalente σy, de l’ex-
posant de la loi d’e´crouissage n et de l’e´paisseur t par rapport au coeﬃcient d’anisotropie
de la loi d’Hosford. La faible inﬂuence du coeﬃcient d’anisotropie est retrouve´e par
[De Magalhaes 01] pour un coeﬃcient d’anistropie de Lankford. Tugc¸u et. al [Tug˘cu 01]
s’accordent e´galement sur la faible inﬂuence de l’orientation des axes d’othotropie pour
des mode´lisations de comportement du mate´riau orthotrope de Barlat91 et Karaﬁllis
and Boyce93. Seuls [Kim 00a] et leur recherche de stabilite´ semblent montrer une large
inﬂuence de l’anisotropie sur l’apparition de plis.
Bien que le crite`re de plissement tel qu’il a e´te´ de´ﬁni par Neale et Tugc¸u ne soit
pas re´ellement applicable pour la recherche de plis en mise en forme des mate´riaux,
Brunet et al. [Brunet 97b] l’ont utilise´ pour obtenir un crite`re de risque de plis. Ce
crite`re n’assure pas la pre´sence de plis mais permet toutefois de visualiser la distribution
sur la pie`ce du risque de plissement. Une ame´lioration est propose´e en ne calculant plus
les modules se´cants et tangents a` partir des contraintes de pre´ﬂambage mais a` partir de la
contrainte critique de plissement. Une analyse similaire a e´te´ de´veloppe´e par Dutilly et al.
[Dutilly 98] et implante´e pour de´ﬁnir des fonctions qualite´s. Ainsi que cela a e´te´ pre´cise´
dans [Brunet 97b], les re´sultats obtenus par l’implantation dans un code de simulation
sont toutefois a` analyser avec pre´caution.
L’inconve´nient principal de cette me´thode est donc l’impossibilite´ de conside´rer les
parties en contact avec la matrice. Re´cemment, Selman et al. [Selman 02] ont de´cide´
de simpliﬁer le proble`me en conside´rant, pour les parties en contact, un crite`re base´
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Fig. 3-5: E´tat de contraintes critiques en utilisant la the´orie de l’e´coulement (d’apre`s
[Neale 90]).
Fig. 3-6: E´tat de contraintes critiques en utilisant la the´orie de la de´formation (d’apre`s
[Neale 90]).
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sur une simple observation des rayons de courbure et en conservant l’analyse originiale
de Neale et Tugc¸u [Neale 90] pour l’analyse du plissement sur le mur libre de la pie`ce.
On retrouve alors l’esprit de l’e´tude de Cao [Cao 99] se´parant les parties de la pie`ce en
contact des parties libres. Une autre alternative a e´te´ propose´e par Nefussi et Combescure
[Nefussi 02]. Ils re´solvent nume´riquement un proble`me aux valeurs propres dans le cas de
l’hydroformage de tubes. Toutefois, l’analyse pre´sente´e ne semble pas tenir compte de la
contrainte impose´e par la condition de contact entre la pie`ce et la matrice.
3.3 La me´thode de l’e´nergie
On ne peut parler de ﬂambage de structures sans e´voquer la me´thode de l’e´nergie.
En eﬀet, cette me´thode a e´te´ largement utilise´e par [Timoshenko 61] pour l’e´tude de
la stabilite´ des structures e´lastiques. Les fondements de cette me´thode applique´e a` la
stabilite´ des structures e´lastiques sont base´s sur l’observation de l’e´nergie interne du
syste`me. Par la suite, cette me´thode a e´te´ e´tendue a` la recherche de plis dans le domaine
plastique en changeant les parame`tres de comportement mate´riel.
3.3.1 Les fondements de la me´thode de l’e´nergie
On conside`re ici que le ﬂambage correspond a` une perte de stabilite´ de la structure
soumise a` un e´tat de contraintes de compression. Un e´quilibre peut eˆtre de´ﬁni comme
stable lorsque l’e´nergie du syste`me est un minimum. Cette e´nergie sera un maximum
dans le cas d’un e´quilibre instable. On notera qu’il se peut que l’e´quilibre soit ni stable
ni instable, on parle alors d’e´quilibre indiﬀe´rent. L’e´nergie est alors inchange´e lors d’un
de´placement quelconque.
Si l’on conside`re une structure soumise a` un chargement et que l’on superpose un
petit de´placement (late´ral pour une poutre, transverse pour une coque ou une plaque),
il y aura alors accroissement ∆U de l’e´nergie de de´formation et cre´ation d’un travail ∆T
duˆ aux eﬀorts exte´rieurs. Le syste`me non de´forme´ est stable si ∆U > ∆T ; il est instable
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si ∆U < ∆T ; le point d’e´change de stabilite´ est quant a` lui donne´ par ∆U = ∆T .
En d’autres termes, un e´tat d’e´quilibre est dit stable si tout de´placement admissible
produit un incre´ment d’e´nergie interne plus grand que le travail incre´mental produit par
le chargement externe. Les chargements critiques des syste`mes de barre, des poutres, des
plaques et coques sont donne´s dans [Timoshenko 61] sous diﬀe´rentes conditions au bord
et sous diﬀe´rents chargements.
3.3.2 Application au cas plastique
De nombreux auteurs ont tente´ d’e´tendre la me´thode de l’e´nergie a` des mate´riaux
plastiques (voir re´fe´rences dans [Brush 75]).
Yu et al [Yu 82] proposent de reprendre l’analyse de Timoshenkho en remplac¸ant le
coeﬃcient de rigidite´ de ﬂexion D = Eh
3
12 (1− ν2) par son e´quivalent plastique D
p. Pour
cela, le coeﬃcient de poisson ν est impose´ par la condition d’incompressibilite´ : ν = 0.5.
Yossifon et al [Yossifon 84] ont e´galement propose´ de remplacer le module d’Young E
par le module de Karman E0 de´ﬁni par E0 =
4EEt
E1/2 + E
1/2
t
2 avec Et =
dσ
dε le module
tangent.
Yossifon et al [Yossifon 84] ont utilise´ cette analyse aﬁn de de´terminer la pression
permettant la re´duction des plis qui apparaissent au niveau du rayon matrice lors d’un
proce´de´ d’hydroformage de ﬂan. Moyennant une hypothe`se sur la forme du de´placement
transverse (c’est-a`-dire sur la forme des plis) en fonction des conditions au bord, ils
obtiennent alors la pression critique de ﬂambage en fonction du chemin parcouru par le
poinc¸on. Cette me´thode a e´te´ re´cemment reprise par Koc¸ et Altan [Koc¸ 02] pour de´river
des conditions de ﬂambage en hydroformage de tubes.
Cao [Cao 99] a e´galement utilise´ cette me´thode pour analyser de manie`re formelle
l’apparition de plis dans le domaine plastique pour une plaque ne subissant pas d’eﬀort
normal (c’est le cas par exemple du mur libre lors d’un proce´de´ d’emboutissage). Le
crite`re de plis ainsi obtenu a servi a` l’optimisation de proce´de´s de mise en forme [Cao 95].
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Notamment, l’eﬀort serre-ﬂan est optimise´ aﬁn d’augmenter la profondeur de l’embouti.
Ainsi, l’eﬀort serre-ﬂan a` histoire variable (c’est-a`-dire le trajet de l’eﬀort en fonction
du de´placement du poinc¸on n’est ni line´aire ni line´aire par morceaux) obtenu par la
simulation a permis d’augmenter la profondeur de l’embouti de 31 mm a` 36 mm.
3.3.3 Autres travaux base´s sur l’observation d’e´nergie
Si la me´thode pre´ce´dente semble plutoˆt attractive par la simplicite´ de sa mise en œuvre
et plutoˆt eﬃcace sur des cas tests, on peut le´gitimement s’interroger quant a` la validite´ des
re´sultats obtenus dans le cas plastique et plus encore quant a` l’utilisation de cette me´thode
pour pre´dire le ﬂambage lors d’un proce´de´ complexe de mise en forme. Au risque de
paraˆıtre redondant, on rappelle que dans le cas de syste`mes conservatifs, la minimisation
de l’e´nergie potentielle totale indique le point d’e´change de stabilite´ et de bifurcation.
Ce principe de base en e´lasticite´ ne s’applique pas aux mate´riaux ine´lastiques. La notion
d’e´nergie de´pense´e e´tend alors aux syste`mes dissipatifs la notion d’e´nergie potentielle
totale [Nguyen 98]. On trouvera dans [Baz˘ant 91] une analyse d’e´nergie applique´e a` un
e´tat d’e´quilibre gouverne´ par la deuxie`me loi de la thermodynamique. Mais, comme cela
est pre´cise´, cette analyse ne donne d’indication que sur la stabilite´ du syste`me et non sur
la bifurcation.
3.4 La me´thode de Nordlund et Ha¨ggblad
Paralle`lement aux mode´lisations traditionnelles du plissement que sont l’analyse de
bifurcation et la me´thode de l’e´nergie, Nordlund et Ha¨ggblad [Nordlund 97] conside´rent
que la formation de plis est caracte´rise´e par l’apparition d’aires ou` la de´formation est
domine´e par de fortes rotations locales hors du plan.
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3.4.1 De´ﬁnition du crite`re de plissement
Aﬁn de pre´dire l’apparition de plis, il est propose´ d’observer l’eﬀet d’un accroisse-
ment incre´mental du chargement sur un e´le´ment coque, sous les hypothe`ses et notations
suivantes :
Hypothe`se 41 L’e´le´ment coque est expose´ a` un accroissement de chargement monotone
avec le temps t comme parame`tre du chargement.
Hypothe`se 42 On travaille en formulation lagrangienne re´actualise´e.
Notation 43 t+∆tt Pij est le tenseur des contraintes nominales pour une conﬁguration a`
l’instant t+∆t avec comme conﬁguration de re´fe´rence celle a` l’instant t.
Notation 44 δui est un champ de de´placements virtuels cine´matiquement admissibles
ve´riﬁant les conditions au bord.
Notation 45 tf bi et
tf si sont respectivement les forces externes volumiques et surfaciques.
Remarque 46 Lorsque la conﬁguration courante est la conﬁguration de re´fe´rence, les
tenseurs des contraintes nominales et de Cauchy sont e´gales : tσij = ttPij.
L’e´quilibre d’une conﬁguration a` l’instant t est donne´e par le principe des travaux
virtuels :
]
tV
t
tPijδuj,idV =
]
tV
tf bi δuidV +
]
tS
tfSi δuidS (3.32)
Partant de cet e´quilibre, on conside`re un incre´ment de chargement : tfSi →t fSi +∆fSi ,
tf bi →t f bi +∆f bi .
Notation 47 ∆ui repre´sente le champ re´sultant de de´placement incre´mental.
Hypothe`se 48 Le de´placement a` l’instant t+∆t est donne´ par ut+∆t = ut +∆u.
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On rappelle que le travail W b de la force de volume entre l’instant t et t + ∆t est
de´ﬁni par :
W b =
] t+∆t
t
]
V
f b
∂u
∂t dV dt (3.33)
Hypothe`se 49 On suppose que t+∆tV ∼ tV .
Le travail se re´e´crit alors :
W b =
]
V
] t+∆t
t
f b
∂u
∂t dtdV (3.34)
On peut alors montrer, via une inte´gration par parties, que :
W b =
]
V

tf bi +
1
2
∆f bi

∆uidV (3.35)
De meˆme :
W s =
]
S

tf si +
1
2
∆f si

∆uidS (3.36)
Le travail externe entre l’instant t et t+∆t s’e´crit alors :
W ext *
]
tV

tf bi +
1
2
∆f bi

∆uidV +
]
tS

tf si +
1
2
∆fsi

∆uidS (3.37)
Le travail interne est de´ﬁni par :
W int =
]
V
] t+∆t
t
t
tPij
∂uj,i
∂t dtdV (3.38)
Il s’obtient en approchant le tenseur nominal des contraintes par un de´veloppement
du premier ordre :
t+∆t
t P * ttP +∆t ttP˙ (3.39)
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avec
t
tP˙ =
∂
∂ξ

t+ξ
t P

|ξ=0 (3.40)
Or, les eﬀorts de cohe´sion inte´rieurs sont donne´s par :
df = t+ξt P
−→n0dS0 (3.41)
ou encore df = t+ξσ−→n dS (3.42)
et on a
−→n dS = t+ξt J t+ξt F−T−→n 0dS0 (3.43)
avec t+ξt F le gradient de de´formation incre´mentale et
t+ξ
t J = det

t+ξ
t F

le rapport des
volumes des deux conﬁgurations. On obtient avec les e´quations 3.41, 3.42 et 3.43 :
t+ξ
t P
−→n0dS0 = t+ξσ t+ξt J t+ξt F−T−→n 0dS0 (3.44)
d’ou`
t+ξ
t P =
t+ξ
t J
t+ξσ t+ξt F−T (3.45)
Par suite, avec 3.40 et 3.45, on a :
t
tP˙ =
∂
∂ξ

t+ξ
t J
t+ξσ t+ξt F−T

|ξ=0 (3.46)
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Soit encore
t
tP˙ =
 ∂
∂ξ

t+ξ
t J

t+ξσ t+ξt F−T

|ξ=0 +

t+ξ
t J
∂
∂ξ

t+ξσ

t+ξ
t F
−T

|ξ=0
+

t+ξ
t J
t+ξσ ∂∂ξ

t+ξ
t F
−T

|ξ=0
On utilise le fait que :
∂
∂ξ

t+ξ
t J

|ξ=0 =
t
tJdiv
t−→v = div t−→v (3.47)
∂
∂ξ

t+ξσ

|ξ=0 =
tσ˙ (3.48)
∂
∂ξ

t+ξ
t F
−1

|ξ=0 = −
∂ t−→v
∂ t−→x (3.49)
ou` t−→v repre´sente le vecteur vitesse. En remarquant que ttF = Id ou` Id est le tenseur
identite´, on obtient alors :
t
tP˙ = div
t−→v tσ Id + tσ˙ Id − tσ
∂ t−→v
∂ t−→x
T
(3.50)
En utilisant l’e´criture indicielle avec la convention d’Einstein de sommation sur les
indices, l’expression 3.50 devient :
t
tP˙ij =
tvk,k
tσij + tσ˙ij − tσikvj,k (3.51)
Apre`s inte´gration par parties, en conside´rant les proprie´te´s de syme´tries de certains
tenseurs, et en utilisant 3.39 et 3.51 dans 3.38, on obtient :
W int =
]
V

t
tPij +
1
2

tσ˙ij + tσij tvk,k − tσkj tvi,k

∆t

∆uj,idV (3.52)
Apre`s calculs, en remplac¸ant le champ de de´placements virtuels par les incre´ments
re´els de de´placement dans l’e´quation 3.32,on de´duit une relation entre incre´ment du
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second ordre du travail interne et celui du travail externe :
∆t
]
V
(σ˙ij + σijvk,k − σkjvi,k)∆uj,idV =
]
V
∆f bi∆uidV +
]
S
∆fSi ∆uidS (3.53)
Notation 50
.
f
b
i=
∆fbi
∆t et
.
f
S
i =
∆fSi
∆t .
Notation 51 L = grad(v) est le tenseur gradient de vitesse.
L’e´quation 3.53 peut se re´e´crire sous forme matricielle :
I =
]
V
tr {(
.σ +tr (L) σ − Lσ)L} dV =
]
V
.
f
b
v dV +
]
S
.
f
S
v dS (3.54)
Pour pouvoir comprendre ce que repre´sente les quantite´s du travail interne du second
ordre, Nordlund et Ha¨ggblad [Nordlund 97] proposent d’introduire la de´rive´e de Jaumann
du tenseur des contraintes de Kirchoﬀ note´e ◦τ . On de´duit de l’e´quation 3.54 une nouvelle
expression du travail interne du second ordre :
I =
]
V
tr
q◦τ D + σ

−DDT +DW +W TD +WW T
r
dV (3.55)
On de´compose ce travail en 3 parties :
I = I1 + I2 + I3 (3.56)
avec
I1 =
]
V elem
tr
q◦τ D + σ

−DDT
r
dV (3.57)
I2 =
]
V elem
tr

σ

DW +W TD

dV (3.58)
I3 =
]
V elem
tr

σWW T

dV (3.59)
Remarque 52 Pour l’inte´gration dans le code de simulation, ces e´quations sont re-
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manie´es en utilisant le fait que W est antisyme´trique tandis que D et σ sont syme´triques.
Nordlund et Ha¨ggblad [Nordlund 97] de´ﬁnissent alors le crite`re de plissement suivant :
I¯ =
I1 + I2 + I3
|I1|+ |I2|+ |I3|
(3.60)
Le crite`re I¯ ainsi de´ﬁni a sa valeur comprise entre -1 et 1.
Lorsque le taux de rotation domine, on a :
I¯ −→ I3
|I3|
= ±1 (3.61)
Dans ce cas, le crite`re est ne´gatif lorsque l’e´tat des contraintes est un e´tat de compression
(e´vident). Lorsque le taux de de´formation domine :
I¯ −→ I1
|I1|
= 1 (3.62)
Dans ce cas, la valeur du crite`re est positive. La valeur de I¯ nous fournit donc une mesure
du risque de plissement. Le crite`re de plissement, appelle´ crite`re-NH est de´ﬁni par :
I¯ −→ −1 alors risque d’apparition de plis (3.63)
I¯ −→ 1 pas de risque d’apparition de plis (3.64)
3.4.2 Application a` l’e´le´ment coque utilise´ dans le code Polyform¶
Pour utiliser le crite`re-NH, il faut connaˆıtre le tenseur des contraintes de Cauchy σ,
le tenseur des taux de contraintes
·σ, les parties syme´triques D et antisyme´triques W du
tenseur des vitesses de de´formations L et donc les vitesses de de´formations v.
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Valeurs de´ja` calcule´es dans Polyform¶
Le code utilise un e´le´ment coque a` 5 degre´s de liberte´. Les vecteurs acce´le´rations,
vitesses et de´placements sont calcule´s au noeud de l’e´le´ment de la manie`re suivante :
an+1 =
−F int (un) + F ext − Cvn
M
(3.65)
vn+1 = an+1∆t+ vn (3.66)
un+1 = vn+1∆t+ un (3.67)
On connaˆıt e´galement l’expression du tenseur des contraintes de Cauchy aux points de
Gauss de l’e´le´ment. On eﬀectue dans un premier temps une pre´vision e´lastique :
∆σ = C : ∆ε (3.68)
σn+1 = σn +∆σ (3.69)
puis on regarde si on a de´passe´ la surface limite auquel cas il y a correction plastique par
projection sur la surface de charge :
σcorrige´ = ΠCe−1σpre´vision (3.70)
3.4.3 Calcul des valeurs requises
Le tenseur de Cauchy est de´ja` calcule´ en chaque point de Gauss. Par contre, le tenseur
des taux de contraintes n’est calcule´ que dans le cas e´lastique. Dans le cas ou` il y a eu
correction plastique, on a : ∆σ = σn+1 − σn.
Remarque 53 Le fait de travailler avec un repe`re tournant implique que la rotation est
prise en compte ”implicitement” dans le calcul de ∆σ.
Il reste donc a` calculer le tenseur L gradient des vitesses de de´formation. Comme
nous travaillons avec un code explicite dynamique, il ne paraˆıt pas ne´cessaire de calculer
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ce tenseur en passant par une conﬁguration interme´diaire. On va approcher D etW par :
∆t Dnij =
1
2

vni,j + v
n
j,i

(3.71)
∆t W nij =
1
2

vni,j − vnj,i

(3.72)
Nous devons donc calculer vi,j =
∂vi
∂xj
. Pour pouvoir eˆtre ”compare´es” a` σ, les grandeurs
D et W doivent eˆtre exprime´es dans le repe`re attache´ a` l’e´le´ment. Par conse´quent, le
gradient des vitesses de de´formations sera calcule´ dans un premier temps dans le repe`re
naturel puis ramene´ dans le repe`re au point d’inte´gration. Cela doit eˆtre fait pour tous
les points d’inte´gration dans l’e´paisseur aﬁn de calculer l’inte´grale sur le volume des
quantite´s demande´es. La vitesse est donne´e par :
vn+1 = Nk
%
vk
n+1 + ζ

hun+1k − hunk

∆t
&
(3.73)
En eﬀet, d’apre`s l’e´quation 3.67, on a ∆tvn+1 = un+1 − un, or un = Nk [uk + ζ hunk ] avec
hunk = hnk

V k
n
1 βk
n − V kn2 αk
n
.
Par conse´quent :
— ∂v∂ξ =
∂Nk
∂ξ

vk
n+1 + ζ (hu
n+1
k
−hun
k)
∆t

— ∂v∂η =
∂Nk
∂η

vk
n+1 + ζ (hu
n+1
k
−hun
k)
∆t

— ∂v∂ζ = Nk
(hun+1k −hunk)
∆t
Dans le cas du triangle (N1 = 1− ξ − η ;N2 = ξ ;N3 = η) , on obtient :
∂v
∂ξ = −
%
v1
n+1 + ζ

hun+11 − hun1

∆t
&
+
%
v2
n+1 + ζ

hun+12 − hun2

∆t
&
(3.74)
∂v
∂η = −
%
v1
n+1 + ζ

hun+11 − hun1

∆t
&
+
%
v3
n+1 + ζ

hun+13 − hun3

∆t
&
(3.75)
∂v
∂ζ = Nk

hun+1k − hunk

∆t ∀k = 1, ..., 3 (3.76)
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On est donc capable de calculer D et W dans le repe`re naturel. Il faut maintenant
l’exprimer dans le repe`re local a` l’e´le´ment.
Notation 54 Soit Dloc les vitesses de de´formation exprime´es dans le repe`re local et Dnat
les vitesses de de´formation exprime´es dans le repe`re naturel.
Ce repe`re est de´ﬁni par 3 vecteurs directeurs (e1, e2, e3) donne´s par : e3 =
g1∧g2
8g1∧g28 ,
e1 =
g1
8g18 , e2 = e3 ∧ e1 avec gi =
∂x
∂ri ou` r1 = ξ; r2 = η; r3 = ζ. On a par conse´quent :
Dlocij e
iej = Dnatkl g
kgl. On de´duit les relations suivantes :
Dloc11 = D
nat
11 (g
1e1)
2 (3.77)
Dloc22 = D
nat
11 (g
1e2)
2 + 2Dnat12 (g
1e2)(g
2e2) (3.78)
Dloc12 = D
nat
11 (g
1e1)(g
1e2) +D
nat
12 (g
1e1)(g
2e2) (3.79)
Dloc13 = D
nat
11 (g
1e1)(g
1e3) +D
nat
12 (g
1e1)(g
2e3) +D
nat
13 (g
1e1)(g
3e3) (3.80)
Dloc23 = D
nat
11 (g
1e2)(g
1e3) +D
nat
22 (g
2e2)(g
2e3) +
Dnat12

(g1e2)(g
2e3) + (g
1e3)(g
2e2)

+Dnat13 (g
1e2)(g
3e3) +D
nat
23 (g
2e2)(g
3e3) (3.81)
Remarque 55 Aﬁn de re´duire le nombre de calculs, il paraˆıt plus logique de calculer le
tenseur L dans le repe`re local a` l’e´le´ment puis de calculer D et W par D = 0.5

L+ LT

et W = 0.5

L− LT

Nous sommes donc capables d’exprimer la variable I¯ en chaque point de Gauss puis
de l’inte´grer dans l’e´paisseur.
3.5 Une me´thode de perturbation
3.5.1 Introduction
Alternativement a` la de´sormais ce´le`bre analyse en bifurcation de Hill, une quatrie`me
me´thode consiste a` utiliser le principe des travaux virtuels pour exprimer l’e´quilibre
de l’e´le´ment conside´re´ en fonction de sa nature. Par exemple, l’e´quation d’e´quilibre
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me´canique est diﬀe´rente pour un e´le´ment coque ou plaque. Certains auteurs proposent
alors d’analyser la formulation forte de l’e´quilibre d’e´le´ments plaques ou coques [Shrivastava ],
[Lu 01], [Singer 97a], [Wang 01], [Durban 99],... En faisant une synthe`se des travaux util-
isant cette analyse, on se rend compte de l’importance de la cine´matique de l’e´le´ment
(voir les nombreux exemples traite´s dans [Singer 97a]).
En se basant sur la me´thodologie de´veloppe´e dans ces analyses, on souhaite de´ﬁnir un
crite`re prenant en compte la mode´lisation de Nordlund et Ha¨ggblad [Nordlund 97] tout
en restant sous l’hypothe`se d’e´le´ments minces. On ne va donc faire aucune hypothe`se
sur la relation existant entre les rotations et le de´placement normal a` l’e´le´ment. Ainsi on
souhaite caracte´riser le plissement par de fortes rotations.
3.5.2 E´quilibre de la plaque conside´re´e
Dans cette partie, on conside`re un e´le´ment plaque.
Hypothe`se 56 Cette analyse e´tant une analyse de faisabilite´, on simpliﬁe le proble`me
en conside´rant un e´tat de contraintes planes : σ33 = 0. De plus, les termes de cisaillement
transverse sont conside´re´s comme ne´gligeables (on travaille avec un e´le´ment suﬃsamment
mince).
Notation 57 On reprend les notations indicielles de la partie 3.2.1, a` savoir, les indices
grecs sont compris entre 1 et 2 tandis que les indices latins prennent des valeurs de 1 a`
3.
Notation 58 Soient Ui les de´placements d’un point se situant sur le plan moyen de la
plaque (x3 = 0) et φα les composantes du vecteur rotation.
Les de´formations ε peuvent se de´composer en de´formations membranaires εm et en
de´formation de ﬂexion κ :
εαβ = εmαβ + x3καβ (3.82)
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avec
εmαβ =
1
2
(Uα,β + Uβ,α) +
1
2
φαφβ (3.83)
καβ =
1
2

φα,β + φβ,α

(3.84)
Notation 59 On note N le tenseur des contraintes ge´ne´ralise´es, M le tenseur des mo-
ments et T l’eﬀort ge´ne´ralise´ par unite´ d’aire s’exerc¸ant sur la coque.
Le principe des travaux virtuels exprime´ en fonction des contraintes ge´ne´ralise´es et
des moments s’e´crit :
]
A

Nαβδεmαβ +Mαβδκαβ

dA =
]
A

T iδUi

dA+ termes de bord (3.85)
Sous forme incre´mentale, le principe des travaux virtuels est exprime´ par :
]
A

N˙αβδεmαβ +Nαβ0 φ˙αδφβ + M˙αβδκαβ

dA =
]
A

T˙ iδUi

dA (3.86)
ou`

N ij0

i,j=1,3
repre´sente les composantes du tenseur des contraintes ge´ne´ralise´es de l’e´tat
courant, c’est-a`-dire de l’e´tat de pre´bifurcation. Or, les variations δεmαβ et δκαβ sont fonc-
tion des variations en de´placement et en rotation :
δεmαβ =
1
2
(δUα,β + δUβ,α) +
1
2

φαδφβ + δφαφβ

(3.87)
δκαβ =
1
2

δφα,β + δφβ,α

(3.88)
Le principe des travaux virtuels incre´mental 3.86 devient alors :
]
A

N˙αβδUα,β + N˙αβφαδφβ +Nαβ0 φ˙αδφβ + M˙αβδφα,β

dA =
]
A

T˙ iδUi

dA (3.89)
Hypothe`se 60 Les variations en de´placement δUα et en rotation δφα sont inde´pendantes.
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On obtient alors l’e´quilibre suivant :
N˙αβ,β = 0 (3.90)
N˙αβφβ +Nαβ0 φ˙β − M˙αβ,β = 0 (3.91)
Hypothe`se 61 On suppose que les taux de de´formations membranaires et de ﬂexion
sont relie´s aux tenseurs des contraintes ge´ne´ralise´es et aux moments par :
N˙ = K : ε˙m (3.92)
M˙ = G : κ˙ (3.93)
Remarque 62 On a choisi de ne pas conside´rer le couplage entre les termes de de´formations
membranaires et les termes de ﬂexion. On simpliﬁe ainsi grandement le proble`me.
On montre, d’apre`s l’equation 3.90, qu’il existe une fonction d’Airy f telle que :
N˙11 = f,22 (3.94)
N˙22 = f,11 (3.95)
N˙12 = −f,12 (3.96)
L’e´quation 3.91 se re´e´crit sous la forme :
f,αβφβ +Nαβ0 φ˙β −Gαβγκκ˙κγ,β = 0 (3.97)
En utilisant l’e´quation 3.84, on obtient alors :
f,αβφβ +Nαβ0 φ˙β −Gαβγκφ˙γ,κβ = 0 (3.98)
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3.5.3 Perturbation
On vient de de´ﬁnir l’e´quation d’e´quilibre d’un e´le´ment plaque. On souhaite de´sormais
observer la re´action de l’e´quilibre constitue´ des e´quations 3.98 a` une perturbation du
syste`me. Pour cela, on perturbe les variables φα et f de la manie`re suivante :
φα = φ0α + δφα (3.99)
f = f 0 + δf (3.100)
ou` φ0α et f correspondent a` l’e´quilibre de pre´ﬂambage. On ne´glige les perturbations d’ordre
2. Les e´quations perturbe´es deviennent alors :
f,αβδφβ + δf,αβφβ +Nαβ0 δφ˙β −Gαβγκδφ˙γ,κβ = 0 (3.101)
En l’absence d’indication sur la ge´ome´trie de la plaque et sur les conditions au bord, il est
pour l’instant impossible d’identiﬁer la forme des perturbations. Nous allons de´sormais
traiter un cas simple aﬁn de ve´riﬁer la justesse de la me´thodologie de´veloppe´e.
Application : Cas d’une plaque en compression uniaxiale
On conside`re une plaque soumise a` un chargement tel que :
N011 = −P < 0 (3.102)
N022 = 0 (3.103)
N012 = 0 (3.104)
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On se place dans un cas sans de´charge (i.e. P˙ > 0) :
f0,22 = N˙
0
11 = −P˙ < 0 (3.105)
f0,11 = N˙
0
22 = 0 (3.106)
−f0,12 = N˙012 = 0 (3.107)
On conside`re que l’e´tat de pre´ﬂambage est tel que :
φ01 = φ02 = 0 (3.108)
φ˙01 = φ˙
0
2 = 0 (3.109)
L’e´quation 3.101 se re´sume alors a` :
N011δ φ˙1 −G1βγκδφ˙γ,κβ = 0 (3.110)
f 0,22 δφ2 −G2βγκδφ˙γ,κβ = 0 (3.111)
Hypothe`se 63 On suppose que les perturbations sont constitue´es d’une partie temporelle
et d’une partie spatiale de la forme δX = δX0gX (x1, x2) h(t).
Hypothe`se 64 La partie temporelle de la perturbation est suppose´e exponentielle : h(t) =
eηt.
Moyennant les hypothe`ses pre´ce´dentes, la relation entre la perturbation en rotation
et sa de´rive´e temporelle est donne´e par :
δφ˙2 = ηδφ2 (3.112)
Hypothe`se 65 Le tenseur G est suppose´ syme´trique tel que Gijkl = Gklij = Gjikl =
Gijlk. Et de plus, on suppose que :
G1112 = G1222 = 0 (3.113)
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Ces hypothe`ses ne sont pas irre´alistes puisque c’est la forme la plus couramment observe´e
pour le tenseur G.
En utilisant les hypothe`ses formule´es sur le tenseur G, les formules de´veloppe´es des
e´quations 3.110 et 3.111 s’e´crivent :
−N011δ φ˙1 +G1111δφ˙1,11 +G1212δφ˙1,22 +

G1221 +G1122

δφ˙2,12 = 0 (3.114)
−f
0
,22
η δφ˙2 +

G2112 +G2211

δφ˙1,12 +G2121δφ˙2,11 +G2222δφ˙2,22 = 0 (3.115)
Notation 66 La plaque est de longueur a et de largeur b. Le repe`re est tel que tout point
de la plaque ve´riﬁe x1 ∈ [0, a] et x2 ∈ [0, b].
On conside`re que les perturbations en moments (et par conse´quent en vitesses de
rotation) ve´riﬁent les conditions de bord suivantes :
δM22

0, x2

= 0 (3.116)
δM11

x1, 0

= 0 (3.117)
δM22

a, x2

= 0 (3.118)
δM11

x1, b

= 0 (3.119)
On de´duit des conditions ci-dessus la forme des perturbations en rotation :
δ φ˙1 = δφ˙
0
1 cos

2πmx1
a

sin

2πnx2
b

h (t) (3.120)
δφ˙2 = δφ˙
0
2 sin

2πmx1
a

cos

2πnx2
b

h (t) (3.121)
Notation 67 On note µ et ν les variables telles que µ = 2πm
a
et ν = 2πn
b
.
Notation 68 On note gmn1 (x
1, x2) et gmn2 (x
1, x2) les fonctions de´ﬁnies par :
gmn1

x1, x2

= cos

µx1

sin

νx2

(3.122)
gmn2

x1, x2

= sin

µx1

cos

νx2

(3.123)
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On injecte les perturbations 3.120 et 3.121 dans (3.114, 3.115), on obtient en simpli-
ﬁant par h (t) :
gmn1
k
−µ2G1111 − ν2G1212 + P

δφ˙01 − νµ

G1212 +G1122

δφ˙02
l
= 0 (3.124)
−gmn2
%
µν

G1212 +G1122

δφ˙01 +
#
µ2G1212 + ν2G2222 − P˙η
$
δφ˙02
&
= 0 (3.125)
On recherche une solution non triviale de ce syste`me. En l’e´crivant sous forme matricielle,
cela reviendrait a` chercher la singularite´ de la matrice. On doit alors re´soudre l’e´quation
suivante :

η

µ2G1212 + ν2G2222

− P˙
 
µ2G1111 + ν2G1212 − P

= ην2µ2

G1212 +G1122
2
(3.126)
On peut en de´duire la valeur du parame`tre η :
η = P˙ (µ
2G1111 + ν2G1212 − P )
(µ2G1212 + ν2G2222) (µ2G1111 + ν2G1212 − P )− ν2µ2 (G1212 +G1122)2
(3.127)
Dans le cas d’un chargement statique, c’est-a`-dire P˙ = 0, l’e´quation 3.126 indique que la
contrainte ge´ne´ralise´e critique vaut :
P crstat =

µ2G1111 + ν2G1212

− ν
2µ2 (G1212 +G1122)
2
(µ2G1212 + ν2G2222) (3.128)
Dans le cas d’un chargement croissant, on cherche les valeurs de P telles que l’e´quilibre
de la plaque soit instable. On rappelle qu’il y a instabilite´ absolue lorsque Re(η) > 0.
Une premie`re analyse du parame`tre η indique qu’il est inde´termine´ en P = P∞ ou` P∞
est solution de :

µ2G1212 + ν2G2222
 
µ2G1111 + ν2G1212 − P

− ν2µ2

G1212 +G1122
2
= 0 (3.129)
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P
∞
est de´ﬁni par :
P∞ =

µ2G1111 + ν2G1212

− ν
2µ2 (G1212 +G1122)
2
(µ2G1212 + ν2G2222) (3.130)
Le parame`tre η s’annule pour P = P crit0 ou` P crit0 est de´ﬁni par :
P crit0 = µ
2G1111 + ν2G1212 (3.131)
On ve´riﬁe rapidement que, sous chargement croissant, c’est-a`-dire pour P˙ > 0, η est
strictement positif pour tout P ∈ [0, P∞[ ∪ ]P crit0 ,+∞[.
On remarque que η P
<→P∞−→ +∞.
Le mode d’instabilite´ associe´ a` la valeur P∞ correspond au mode d’instabilite´ le plus
rapide. Ce mode est appelle´ pour la suite mode d’instabilite´ inﬁnie. La valeur P∞ est
choisie comme crite`re d’instabilite´ dans le cas d’un chargement croissant car, a` l’approche
de celle-ci, les perturbations atteignent leur vitesse d’e´volution maximale. On retrouve
alors la contrainte ge´ne´ralise´e critique obtenue dans le cas d’un chargement statique. On
re´sume les contraintes ge´ne´ralise´es critiques obtenues dans le tableau suivant :
P˙ = 0 P crstat = (µ
2G1111 + ν2G1212)− ν
2µ2 (G1212 +G1122)
2
(µ2G1212 + ν2G2222)
P˙ 9= 0
instabilite´ absolue
Re (η) > 0
P ∈ [0, P∞[ ∪ ]P crit0 ,+∞[avec P crit0 = µ2G1111 + ν2G1212
P˙ 9= 0
instabilite´ inﬁnie
η →∞
P∞ = (µ2G1111 + ν2G1212)− ν
2µ2 (G1212 +G1122)
2
(µ2G1212 + ν2G2222)
Par la suite, on s’inte´resse uniquement a` la contrainte ge´ne´ralise´e critique P∞.
Aﬁn de poursuivre l’analyse et de mieux comprendre la signiﬁcation de ces crite`res,
on va de´sormais introduire une loi de comportement.
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Conside´rons la the´orie de de´formation applique´e au crite`re de Hill48 telle qu’elle a e´te´
utilise´e par Neale [Neale 89], le tenseur G est alors de´ﬁni par :
G1111 = G11 =
t3
12
%
(1 + r)2
(1 + 2r)
ES − (ES − ET )
σ1
σe
2&
(3.132)
G2222 = G22 =
t3
12
%
(1 + r)2
(1 + 2r)
ES − (ES − ET )
σ2
σe
2&
(3.133)
G1122 = G12 =
t3
12

r (1 + r)
(1 + 2r)
ES − (ES − ET )
σ1
σe
σ2
σe

(3.134)
G1212 = 0 (3.135)
La contrainte eﬀective est donne´e par :
σe =

σ21 −
2r
1 + r
σ1σ2 + σ22
1/2
(3.136)
D’apre`s le tableau 3.5.3, les contraintes ge´ne´ralise´es critiques deviennent alors :
P crstat = P
∞ =
µ2
k
G11G22 − (G12)2
l
G22
(3.137)
Soit encore :
P crstat = P
∞ =

2πm
a
2
t3
12
2
(1 + r)2
(1 + 2r)
ESET
G22
(3.138)
Dans le cas particulier ou` σ2 = 0 et r = 1, on obtient :
P crstat = P
∞ =

2πm
a
2
t3
12
ET (3.139)
Validite´ du re´sultat
On trouve dans [Singer 97b] une estimation du chargement critique en mode simple
d’une plaque en compression dans le cas e´lastique. Pour cela la me´thode de Rayleigh-Ritz
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est utilise´e. Par minimisation de l’e´nergie potentielle, Singer et al [Singer 97b] obtiennent
la pression ge´ne´ralise´e critique suivante :
P critique =

i
π
a
2 t3
3 (1− ν)2
E (3.140)
ou` i est un facteur suppose´ tel que i = a/b. On trouve avec 3.139 une expression analogue
a` 3.140 a` un facteur pre`s de´pendant de i.
On retrouve une valeur analogue de la pression critique dans le cas e´lastique d’apre`s les
travaux de Timoshenko [Timoshenko 61], mais avec cette fois-ci une de´pendance explicite
au mode de ﬂambage :
σTimoshenkocrm = m2
π2E
12 (1− ν)2

t
a
2
(3.141)
Pour un mode de ﬂambage simple, on obtient
σTimoshenkocr1 =
π2E
12 (1− ν)2

t
a
2
(3.142)
En remarquant qu’avant apparition du ﬂambage, la contrainte est constante dans
l’e´paisseur, on peut alors trouver la contrainte ge´ne´ralise´e critique :
NTimoshenkocr1 =
π2E
12 (1− ν)2
t3
a2
(3.143)
En adaptant le coeﬃcient i dans l’e´quation 3.140, on peut retrouver le re´sultat de
Timoshenko donne´ par l’e´quation 3.143.
On souhaite comparer la pression critique obtenue par notre me´thode avec le crite`re
de Timoshenko. Pour cela, on va utiliser les travaux de Yossifon, Tirosh et Kochavi
[Yossifon 84] qui e´tendent la me´thode de Timoshenko au ﬂambage plastique. Comme
cela a e´te´ pre´cise´ pre´ce´demment, l’extension au domaine plastique consiste a` remplacer le
coeﬃcient de Poisson par son e´quivalent incompressible (ν = 0.5) et le module d’Young
104
Chapitre 3. Pre´diction de l’apparition de plis
par le module double E0 =
4EET
E1/2 + E
1/2
T
2 de´pendant du module d’Young E et du
module tangent ET . En appliquant cette technique a` la pression ge´ne´ralise´e critique de
Timoshenko, on obtient en mode de ﬂambage simple :
NTimoshenkocr1 =
π2
3
t3
a2
E0 (3.144)
que l’on souhaite comparer a` notre pression critique ge´ne´ralise´e :
P∞ =
π
a
2 t3
3
ET (3.145)
Le rapport entre ces deux valeurs est donne´ par :
NTimoshenkocr1 =
E0
ET
P∞ (3.146)
La diﬀe´rence entre le crite`re de Timoshenkho et notre crite`re dans ce cas particulier
tient essentiellement de la loi de comportement choisie. Sachant que notre analyse est
une e´tude de stabilite´, on retrouve l’objection formule´e pour le crite`re de Timoshenkho,
a` savoir une surestimation de la contrainte critique. Pour approfondir la validation de
notre crite`re, une comparaison avec l’expe´rience est a` envisager.
3.6 Conclusion
On trouve dans la litte´rature de nombreux travaux autorisant la caracte´risation du
plissement/ﬂambage en mise en forme de manie`re plus ou moins exacte. Parmi toutes ces
me´thodes se distingue la me´thode de bifurcation de Hill qui permet d’obtenir dans des
cas simples une expression analytique de la contrainte critique et e´galement la longueur
d’onde associe´e. Cette me´thode pre´sente toutefois l’inconve´nient de ne pas pouvoir eˆtre
exploite´e pleinement dans des cas complique´s tels que lors de la pre´sence de contact entre
l’e´le´ment et la matrice. On peut alors utiliser cette me´thode de manie`re nume´rique, cela
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revient a` calculer les meˆmes termes que ceux intervenant dans la me´thode de Nordlund
et Ha¨ggblad [Nordlund 97]. Mais, cette fois, l’analyse est base´e sur une e´tude qualitative
du travail interne incre´mental du second ordre. Cette e´tude est d’autant plus inte´ressante
qu’elle ne ne´cessite aucune hypothe`se sur la forme du champ des vitesses apre`s plisse-
ment. Par contre, elle ne donne aucune indication sur ce meˆme champ et donc aucune
indication sur le mode de plissement. Parmi les approches e´tudie´es, il y a e´galement la
me´thode de l’e´nergie. Les nombreuses remarques formule´es lors du de´veloppement de
cette me´thode suﬃsent a` elles seules pour justiﬁer le non-emploi d’une telle me´thode. On
rappelle juste que Chu et Xu ([Chu 01] page 1426) e´mettent les meˆmes re´serves quand
au simple remplacement de parame`tres pour justiﬁer le passage de l’analyse en e´lasticite´
a` une analyse en plasticite´.
Alternativement a` toutes ces me´thodes, nous avons souhaite´ de´velopper une analyse
s’inspirant des travaux de Nordlund et Ha¨ggblad [Nordlund 97] (en conside´rant l’ap-
parition de plis comme lie´e a` de fortes rotations) et des divers travaux sur l’e´tude de
l’e´quilibre me´canique d’une structure. Les re´sultats obtenus sont valide´s en comparaison
avec le crite`re de Timoshenko dans le cas d’une plaque en compression. La relation entre
ces deux crite`res semble e´vidente puisque dans les deux cas une analyse de stabilite´ est
eﬀectue´e.
Notre nouveau crite`re qui s’inspire des nombreux travaux re´alise´s auparavant pre´sente
l’inconve´nient de se restreindre a` un e´le´ment plaque sous hypothe`se de contraintes planes.
De plus, le mode de de´formation est impose´ par les conditions au bord suppose´es dans le
cas d’une analyse simpliﬁe´e. On ne peut pas parler ici d’analyse locale. On note e´galement
que la loi de comportement ne conside`re pas le couplage entre les termes de de´formations
membranaires et les termes de ﬂexion. Il serait donc inte´ressant d’observer l’inﬂuence de
ces termes sur un crite`re de pre´diction de plissement.
Le crite`re propose´ ici semble trop restrictif et peu utilisable lors de simulations par
la me´thode des e´le´ments ﬁnis. Mais il a initie´ de nouveaux travaux dont les re´sultats
n’ont pas e´te´ valide´s. Il s’agit alors d’e´tendre l’analyse propose´e pour la recherche de
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striction localise´e a` la recherche de plissement dans le cas d’une loi de comportement
de type Illyushin. Le plissement est a` nouveau conside´re´ comme une instabilite´ du ﬂux
de matie`re. Cette me´thode de perturbation fait alors apparaˆıtre le mode de ﬂambage
dans la fonction de perturbation sans aucune hypothe`se sur les conditions de bord. De
plus, la loi de comportement choisie autorise le couplage entre les termes de de´formations
membranaires et les termes de ﬂexion. On trouvera les de´veloppements de cette me´thode
en Annexe D. La dimension du proble`me n’a pour l’instant pas permis d’obtenir un
crite`re de plissement simple.
Toutes les me´thodes mentionne´es et de´veloppe´es dans ce chapitre sont donc soit des
analyses en bifurcation soit des analyses de stabilite´, a` l’exception de la me´thode de
Nordlund et Ha¨ggblad. Mais l’expe´rience montre que le point de bifurcation favorisant
l’apparition du plissement semble souvent eˆtre le deuxie`me point [Singer 97a] tandis que
la perte de stabilite´ apparaˆıt apre`s l’apparition du de´faut. En fait, l’instant d’apparition
de plis est fortement lie´ aux imperfections de l’e´le´ment conside´re´. Cette se´rie de me´thodes
de re´solution n’est pas mentione´e ici. Toutefois, la me´thode est identique a` celle pre´sente´e
dans le chapitre sur la striction localise´e. Elle pre´sente donc le meˆme inconve´nient, a` savoir
la de´pendance a` l’imperfection initiale.
Aux vues de ces remarques, et en attendant la validation de nos nouveaux travaux,
nous avons choisi d’utiliser le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad pour la pre´diction du
plissement lors de simulations en emboutissage et hydroformage de structures minces.
Ceci fait l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 4
Pre´diction nume´rique des de´fauts
Diﬀe´rents proce´de´s de mise en forme sont conside´re´s ici aﬁn de pre´dire l’apparition
de de´fauts. Les crite`res utilise´s dans cette partie sont le crite`re base´ sur la technique
des perturbations line´arise´es pour la striction/e´clatement et sur la me´thode de Nordlund
et Ha¨ggblad pour le plissement/ﬂambage. Concernant la striction ou l’e´clatement, un
premier exemple de gonﬂement d’une plaque sous pression permet de ve´riﬁer simplement
la pre´cision du crite`re d’instabilite´. On ve´riﬁera e´galement le bon comportement du crite`re
de plis a` l’aide du ce´le`bre test de Yoshida. Par la suite, les crite`res seront applique´s
a` des cas plus complexes d’hydroformage tels que l’hydroformage d’une forme en T et
l’hydroformage dans une cavite´ cylindrique. L’application des crite`res de de´fauts se trouve
alors comple´te´e par l’analyse de proce´de´s d’emboutissage.
4.1 Test de gonﬂement hydraulique
L’essai de gonﬂement consiste a` de´former plastiquement une toˆle mince sous l’eﬀet
d’un ﬂuide sous pression. Le ﬂan est retenu entre la matrice et le serre-ﬂan (ﬁgure 4-1).
Cet essai sert a` caracte´riser des mate´riaux utilise´s en mise en forme et soumis a` des
sollicitations biaxiales. Il permet e´galement de de´terminer les de´formations critiques en
vue de la construction de Courbes Limites de Formage. En eﬀet, si pour une matrice
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pression
Flan
Matrice
Serre-flan
Fig. 4-1: De´ﬁnition de l’essai de gonﬂement.
circulaire, le chemin de de´formation est e´quibiaxe´, il peut eˆtre modiﬁe´ en utilisant une
matrice de forme ovo¨ıdale.
Des expe´rimentations ont e´te´ re´alise´es par J.F. Michel au LMARC [Michel 00] sur des
toˆles en aluminium d’e´paisseur 0.92 mm. Les caracte´ristiques de comportement mate´riel
sont donne´es dans le tableau suivant :
Module d’Young E 70 000 MPa
Coeﬃcient de Poisson ν 0.33
Densite´ 2700 kg.m−3
Limite e´lastique σ0 180 MPa
Loi d’e´crouissage σy = 533ε¯0.2837
Expe´rimentalement, l’e´clatement est observe´ pour une hauteur de doˆme de 15 mm.
Il semble alors que le crite`re d’e´clatement de´ﬁni surestime l’apparition de ce de´faut. En
eﬀet, le crite`re indique un de´faut pour une hauteur de doˆme valant 12 mm. Toutefois,
dans les deux cas, l’e´clatement est observe´ au sommet du doˆme (ﬁgure 4-2). Les raisons
de la diﬀe´rence constate´e peuvent eˆtre multiples. Il convient, dans un premier temps, de
noter que l’on travaille ici avec un aluminium dont le comportement est suppose´ isotrope.
Or, on a montre´ dans le chapitre 2, que dans le cas d’un mate´riau de type aluminium, la
loi de comportement inﬂuenc¸ait fortement la pre´diction de formabilite´ pour un chemin
de contrainte e´quibiaxe´. De nouvelles simulations utilisant les crite`res adapte´s a` ce type
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Eclatement détecté
Fig. 4-2: Localisation de la zone e´clate´e obtenue nume´riquement et expe´rimentalement
pour un essai de gonﬂement hydraulique.
de mate´riaux devraient permettre d’aﬃner la pre´diction de l’e´clatement dans le cas du
gonﬂement hydraulique.
4.2 Test de Yoshida
Le test de Yoshida [Yoshida 83] permet de caracte´riser la formation de plis d’une toˆle.
Il s’agit d’e´tirer une toˆle carre´e suivant l’une de ses diagonales. Il en re´sulte une contrainte
de compression dans le centre de la pie`ce qui entraˆıne l’apparition de plis. On se propose,
dans cette partie, d’appliquer le crite`re de plissement de Nordlund et Ha¨ggblad aﬁn de
pre´dire nume´riquement l’apparition de plis au cours d’un test de Yoshida.
4.2.1 Pre´diction de plis
Les caracte´ristiques ge´ome´triques et de comportement mate´riel du test simule´ sont
donne´es dans la ﬁgure 4-3 et le tableau ci-dessous :
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Module d’Young E 196.7 MPa
Coeﬃcient de Poisson ν 0.3
Densite´ 7900 kg.m−3
Limite e´lastique σ0 164.3 MPa
Loi d’e´crouissage σy = 1453 (9.10−3 + ε¯p)0.52836
141 mm
1
0
0
 m
m
Grip zone
Grip zone
Fig. 4-3: De´ﬁnition de la ge´ome´trie du Yoshida Buckling Test.
Le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad de´tecte une zone de plis pour un de´placement
axial valant 22.25 mm (ﬁgure 4-4). L’un des autres crite`res utilise´s lors de simulation
e´le´ments ﬁnis pour repe´rer les zones de plis est un crite`re base´ sur l’analyse des normales
en chaque e´le´ment du maillage. Ce crite`re posse`de l’avantage d’eˆtre simple a` mettre en
œuvre et peu couˆteux en temps de calcul. Cependant, l’analyse des normales en chaque
e´le´ment du maillage tend a` montrer, sur cet exemple, qu’un crite`re base´ sur ces vecteurs
ne serait pas assez pre´dictif. En utilisant une telle me´thode, les plis sont de´tecte´s, mais
non pre´dits, contrairement au crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad.
Concernant la validite´ du crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad, la comparaison entre les
zones de plis de´tecte´s pour un de´placement axial de 22.25 mm (ﬁgure 4-4) et la forme
ﬁnale de la toˆle (ﬁgure 4-5) tend a` indiquer que le crite`re est suﬃsamment pre´cis pour
repe`rer la formation de plis au cours de l’essai de ﬂambage de Yoshida. Le crite`re de
Nordlund et Ha¨ggblad pourrait alors eˆtre utilise´ nume´riquement en vue de classer les
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diﬀe´rents mate´riaux suivant leur pre´disposition a` ﬂamber ou non.
Risque de plis
Fig. 4-4: Distribution du crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad pour un de´placement axial de
22.5 mm.
Déplacement maximum
Fig. 4-5: Distribution du de´placement normal au plan de la toˆle.
4.2.2 Eﬀet de l’endommagement sur le crite`re de plissement
L’endommagement est conside´re´ via le mode`le de Lemaitre. Ce mode`le de´pend du
parame`tre de dimensionnement a0 et de l’exposant s0 valant respectivement pour notre
exemple 3.1 MPa et 1. Les autres caracte´ristiques du mate´riau (module d’Young, coeﬃ-
cient de Poisson, ...) sont identiques a` celles de la partie pre´ce´dente.
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En comparant les formes ﬁnales obtenues par le test de Yoshida d’un mate´riau non-
endommage´ (ﬁgure 4-7) et d’un mate´riau endommage´ (ﬁgure 4-6), on constate que l’am-
plitude des plis est modiﬁe´e.
Zone de
déplacement
maximal
Zone de
déplacement
minimale
Fig. 4-6: Distribution du de´placement normal au plan de la pie`ce pour un mate´riau
endommage´.
Zone de
déplacement
minimale
Zone de
déplacement
maximale
Fig. 4-7: Distribution du de´placement normal au plan de la pie`ce pour un mate´riau
non-endommage´.
Dans le cas du mate´riau endommage´, l’amplitude vaut 10.5 mm tandis qu’elle est
e´gale a` 9.5 mm dans le cas du mate´riau non-endommage´. Le degre´ d’endommagement
d’un mate´riau semble donc inﬂuencer l’apparition et la nature de plis durant l’essai de
Yoshida.
114
Chapitre 4. Pre´diction nume´rique des de´fauts
On retrouve ce phe´nome`ne en observant l’e´volution du crite`re de plissement dans le cas
de mate´riau endommage´ et sain. Si, dans le cas d’un mate´riau sain, le crite`re de plissement
semble e´voluer correctement, avec une bonne re´partition des zones de´tecte´es (ﬁgure 4-
9), la distribution du crite`re de plissement dans le cas d’un mate´riau endommage´ paraˆıt
moins bien de´ﬁnie (ﬁgure 4-8). La prise en compte de l’endommagement semble entraˆıner
des perturbations algorithmiques inﬂuenc¸ant le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad.
Risque de
plissement
Fig. 4-8: Distribution e´le´mentaire du crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad du mate´riau en-
dommage´ pour un de´placement axial de 6.25 mm.
Ainsi, on constate l’apparition d’un risque de plissement dans le cas d’un mate´riau
endommage´ au tout de´but du proce´de´, c’est-a`-dire pour un de´placement axial de 6.25 mm
(ﬁgure 4-8). On remarque e´galement que la zone de´tecte´e indique un risque de plissement
a` proximite´ de la partie de la toˆle qui est serre´e par les mors.
Le couplage du crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad avec le code e´le´ments ﬁnis du
LMARC pour de´tecter des plis dans le cas d’un mate´riau endommage´ semble pour l’in-
stant peu pre´cis. Une ame´lioration du calcul des contraintes pourrait re´soudre une partie
des proble`mes rencontre´s lors de la de´tection de plis dans le cas d’un mate´riau endom-
mage´.
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Bandes de
plissement
Fig. 4-9: Distribution e´le´mentaire du crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad du mate´riau non-
endommage´ pour un de´placement axial de 22.25 mm.
4.3 Hydroformage de tubes
L’hydroformage de tubes consiste a` de´former plastiquement un tube dans une cavite´
sous l’eﬀet d’un ﬂuide sous pression et de pistons axiaux. On peut trouver diﬀe´rentes
variantes de ce proce´de´ (voir par exemple [Zhang 99]). Les de´fauts pouvant apparaˆıtre
lors de tels proce´de´s sont l’e´clatement, le ﬂambage et le plissement qui peut eˆtre conside´re´
comme du ﬂambage local ([Koc¸ 02]).
Dans un premier temps, deux exemples simples ont e´te´ mis en œuvre nume´riquement
aﬁn de ve´riﬁer la pre´cision des crite`res d’e´clatement et de ﬂambage. Par la suite, l’ap-
parition de striction localise´e lors d’un proce´de´ d’hydroformage de forme en T et la
pre´diction de ﬂambage lors de la simulation de l’hydroformage axisyme´trique d’un tube
sont e´tudie´es.
4.3.1 Pre´diction de l’e´clatement de tube
On conside`re un tube en expansion libre. Le tube est soumis a` une pression interne ;
les bords sont suppose´s libres.
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Les caracte´ristiques de comportement mate´riel du tube sont donne´es par :
Module d’Young 210 000 MPa
Coeﬃcient de Poisson 0.3
Limite e´lastique 374 MPa
Loi d’e´crouissage 618.29 (0.0141136 + ε¯p)0.118
Le rayon du tube vaut 40 mm, son e´paisseur mesure 2 mm et la longueur est e´gale a`
100 mm.
Cet exemple permet de re´duire au maximum les instabilite´s nume´riques dues, entre
autre, a` la prise en compte du contact.
L’application du crite`re d’instabilite´ a` cet exemple indique l’apparition d’une zone
d’e´clatement pour une pression de 54 MPa (ﬁgure 4-10).
Risque d’éclatement
Fig. 4-10: Apparition d’une zone d’e´clatement pour une pression de 54 MPa.
Le chemin de de´formation e´tant uniaxial, on peut utiliser le crite`re de Hill qui indique
alors que la pression critique vaut 52 MPa [Boudeau 01a]. La comparaison entre les
re´sultats nume´riques et analytiques semblent concorder.
De plus, la comparaison entre l’e´volution du crite`re d’e´clatement pour un point situe´
au bord du tube et un point situe´ au centre du tube indique clairement que le risque
d’e´clatement se situe au centre du tube (ﬁgure 4-11).
Une comparaison, pour les meˆmes points, de l’e´volution de l’e´paisseur semble moins
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Fig. 4-11: Comparaison de l’e´volution du crite`re d’instabilite´ pour un point situe´ au
centre du tube et un point situe´ au bord du tube.
signiﬁcative (ﬁgure 4-12). Sur ce cas e´le´mentaire, l’eﬃcacite´ de la me´thode d’instabilite´
par rapport a` une me´thode base´e sur l’e´paisseur est e´vidente.
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Fig. 4-12: Comparaison de l’e´volution de l’e´paisseur pour un point situe´ au centre du
tube et un point situe´ au bord du tube.
4.3.2 Analyse de ﬂambage
On regarde le comportement d’un tube subissant uniquement un eﬀort axial a` chacune
de ses extre´mite´s. De meˆme que pour l’exemple pre´ce´dent, aﬁn d’e´viter les instabilite´s
nume´riques dues a` la prise en compte du contact, on choisit de travailler sans matrice.
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Aﬁn de comprendre et d’observer l’apparition des plis, on s’inte´resse a` l’e´volution de
grandeurs pour deux points A et B situe´s respectivement dans une zone saine et dans
une zone de plis (ﬁgure 4-13).
Point BPoint A
Zones de plissement
Fig. 4-13: Distribution du crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad pour un temps de simulation
e´gal a` 0.08 ms.
Au de´but du proce´de´, c’est-a`-dire lors de la phase de de´formation e´lastique, plusieurs
zones de plis sont de´tecte´es. Pour le point A, respectivement le point B, le passage dans
le domaine plastique a lieu pour un temps de simulation valant 0.06 ms, respectivement
0.07 ms. On remarque que, durant la phase e´lastique, le calcul de la premie`re composante
du tenseur des taux de contraintes est fortement oscillant (ﬁgure 4-14). La valeur de cette
composante tend a` se stabiliser ensuite. Le crite`re de plissement de Nordlund et Ha¨ggblad
e´tant fortement inﬂuence´ par le tenseur des taux de contraintes, la pre´diction de de´faut
durant la phase e´lastique (ﬁgure 4-13) s’explique alors par les variations observe´es sur
la ﬁgure 4-15. Ces plis peuvent eˆtre ne´glige´s dans le cas de l’hydroformage de tube
puisque seuls les plis apparaissant dans le domaine plastique limitent le proce´de´. On ne
s’inte´ressera donc par la suite qu’aux plis pre´dits dans le domaine plastique. Le plissement
est alors constate´ pour un temps de proce´de´ de 0.08 ms (ﬁgure 4-13). La contrainte
de compression vaut a` cet instant -134 MPa et le de´placement axial correspondant est
e´gal a` 1.74 mm. Pour cet exemple simple, on peut utiliser les travaux de Timoshenkho
qui pre´disent l’apparition de plis pour une contrainte de compression valant -142 MPa
correspondant a` un temps de proce´de´ de 0.09 ms. La contrainte critique obtenue par le
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Fig. 4-14: E´volution de σ˙xx en fonction du temps en 2 points A et B du tube.
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Fig. 4-15: E´volution du crite`re de plissement de Nordlund et Ha¨ggblad en fonction du
temps pour deux points A et B du tube.
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crite`re de Timoshenkho e´tant la valeur maximale, car obtenue par une e´tude de stabilite´,
le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad semble donc suﬃsamment pre´cis en comparaison avec
ce crite`re.
4.3.3 Simulation d’une pie`ce en T
De´ﬁnition du proce´de´
L’hydroformage en forme de T d’un tube consiste a` de´former de manie`re non-axisyme´trique
le tube dans une matrice sous l’action de la pression interne cre´e´e par un ﬂuide et de
pistons axiaux s’exerc¸ant a` chaque extre´mite´ du tube. La cavite´ de la matrice peut eˆtre
ferme´e et ﬁxe mais le tube risque d’e´clater au sommet du doˆme forme´. Aﬁn d’e´viter ce
proble`me, la hauteur de la cavite´ est mobile graˆce a` l’utilisation d’un contre-piston sur
lequel vient se plaquer le sommet du doˆme (ﬁgure 4-16).
iP
-Fp
Contre
piston
- FcFc
A
matrice
matricematrice
Fig. 4-16: Le tube soumis a` un eﬀort axial Fc, a` une pression interne Pi et a` un eﬀort
du contre-piston Fp est de´forme´ dans la matrice.
Le tube utilise´ a pour diame`tre 40.8 mm, pour e´paisseur 2.1 mm et pour longueur
150 mm. Les parame`tres de comportement mate´riel du tube sont donne´s par :
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Module d’Young 72 000 MPa
Coeﬃcient de Poisson 0.32
Limite e´lastique 40.74 MPa
Loi d’e´crouissage 241.77(0.00383 + ε¯p)0.32
Le proce´de´ est de´ﬁni par le chemin de pression interne, le chemin du de´placement
des pistons axiaux et e´ventuellement par le chemin du contre-piston. Par la suite, quatre
chemins de pression en fonction du de´placement axial seront e´tudie´s (voir ﬁgure 4-17)
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Fig. 4-17: Diﬀe´rents chemins de pression interne en fonction du de´placement axial.
Inﬂuence de la pression sur le crite`re de striction localise´e.
Lors de simulations e´le´ments ﬁnis, l’e´le´ment choisi est un e´le´ment coque. La com-
posante σ33 du tenseur des contraintes n’est pas calcule´e puisque l’on travaille sous hy-
pothe`se de coques minces. Par contre, cette composante intervient analytiquement dans
le calcul du crite`re de striction localise´e. Ainsi, lorsque le tube est soumis a` une pression
interne p et que celui-ci entre en contact avec la matrice, il s’exerce la meˆme force de
chaque coˆte´ du tube. On impose alors σ33 = −p aﬁn de bien conside´rer l’eﬀet de la
pression interne. La contrainte σ33 est suppose´e uniforme dans l’e´paisseur. La ﬁgure 4-18
repre´sente la re´partition du crite`re de striction localise´e sur le tube lors d’un proce´de´
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d’hydroformage sans imposer σ33 = −p. Les zones bleues sont les zones exemptes de
risque d’apparition de striction ; les zones rouges sont les zones pre´sentant un fort risque
de striction ; les zones vertes sont les zones interme´diaires. La ﬁgure 4-19 repre´sente la
re´partition du crite`re de striction localise´e lors du meˆme proce´de´ d’hydroformage avec
prise en compte de la pression, c’est-a`-dire que l’on impose σ33 = −p. En comparant les
ﬁgures 4-18 et 4-19, on constate imme´diatement l’inﬂuence de la prise en compte de la
pression sur le crite`re de striction localise´e. Ce parame`tre ne pourrait eˆtre conside´re´ par
une analyse sous hypothe`se de contraintes planes.
Fig. 4-18: Distribution du crite`re de striction d’apre`s l’analyse en perturbation. La pres-
sion n’est pas prise en compte.
Zones d’éclatement
Fig. 4-19: Distribution du nouveau crite`re d’e´clatement. La pression est prise en compte.
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Inﬂuence des instabilite´s nume´riques sur le crite`re de striction localise´e
La ﬁgure 4-20 repre´sente l’e´volution du crite`re de striction localise´e en fonction du
de´placement axial au sommet du doˆme (point A sur la ﬁgure 4-16) pour les quatre
chemins de pression en fonction du de´placement de´ﬁnis sur la ﬁgure 4-17. Pour ces qua-
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Fig. 4-20: E´volution du crite`re initial d’instabilite´ en fonction du de´placement axial pour
les quatre chemins de pression interne en fonction du de´placement axial. Le proce´de´ a
e´te´ re´alise´ avec un contre-piston.
tre chemins, on constate de forts niveaux d’instabilite´ en de´but de proce´de´. Ces niveaux
d’instabilite´ sont donc de´tecte´s pour de faibles de´formations. Ils correspondent a` des in-
stabilite´s nume´riques dues au calcul des contraintes. Pour e´viter la pre´diction de telles
instabilite´s, comme l’on s’inte´resse principalement a` la recherche dans le domaine plas-
tique, on de´ﬁnit pour la suite le nouveau crite`re d’instabilite´ suivant :
si Re (η) > 0 et
·η
·
ε
> 1 alors
ηˆ = ε¯η (4.1)
avec η le crite`re d’instabilite´ obtenu par la me´thode de perturbation applique´e a`
l’e´quilibre tridimensionnel.
Ainsi, pour de´tecter la striction, on ne s’inte´resse qu’aux instabilite´s survenant pour
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des de´formations non ne´gligeables.
Inﬂuence du contre-piston sur l’apparition d’e´clatement
Dans le cas de l’hydroformage en forme de T, l’e´clatement, s’il a lieu, apparaˆıt au
sommet du doˆme, c’est-a`-dire le point A sur la ﬁgure 4-16.
D’apre`s la ﬁgure 4-21, il semble e´vident que le contre-piston permet de controˆler
l’e´volution de l’e´paisseur au cours de la de´formation pour le point A. De meˆme, on voit
clairement sur la ﬁgure 4-22 que l’introduction d’un contre-piston ame´liore la formabilite´
du tube au sommet du doˆme.
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Fig. 4-21: E´volution de l’e´paisseur en fonction du de´placement axial dans le cas de
proce´de´s d’hydroformage avec et sans contre-piston pour le point A au sommet du doˆme.
Dans le cas d’un proce´de´ sans contre-piston, l’e´clatement du tube serait pre´dit pour
un de´placement axial d’environ 30 mm. Cet instant correspond a` une e´paisseur d’en-
viron 1.55 mm. On observe surtout une de´croissance rapide de l’e´paisseur. Ainsi, dans
ce cas, un crite`re en taux d’e´paisseur pourrait eˆtre utilise´ pour caracte´riser l’instant de
l’e´clatement du tube. L’utilisation d’un tel crite`re dans ce cas tient au fait que la diminu-
tion d’e´paisseur s’eﬀectue localement au sommet du doˆme. Comme cela a e´te´ pre´cise´ pour
le proce´de´ d’expansion libre de tube, la ge´ne´ralisation de l’utilisation d’un crite`re base´
sur l’e´volution de l’e´paisseur ne semble pas ﬁable.
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Fig. 4-22: E´volution du crite`re d’e´clatement en fonction du de´placement axial au point A
situe´ au sommet du doˆme pour des proce´de´s d’hydroformage avec et sans contre-piston.
Inﬂuence du couple pression interne-de´placement axial
Le chemin de´ﬁni par la pression interne en fonction du de´placement axial est l’un des
parame`tres importants des proce´de´s d’hydroformage. En eﬀet, suivant ce chemin on peut
avoir ou non apparition de de´fauts.
On observe l’inﬂuence de ce chemin sur l’apparition d’e´clatement dans le cas d’un
proce´de´ d’hydroformage. Pour cela, plusieurs simulations avec diﬀe´rents chemins ont
e´te´ re´alise´es dans le cadre du meˆme proce´de´ d’hydroformage d’une forme en T que
pre´ce´demment (ﬁgure 4-17).
Dans un premier temps, on se place dans un cas sans contre-piston. On ne s’inte´resse
qu’au chemin 2 et 3 (ﬁgure 4-17). Le chemin 3 correspond a` une e´volution line´aire de la
pression interne en fonction du temps contrairement au chemin 2 qui est non-line´aire.
Pour le chemin line´aire (chemin 3), l’e´volution de l’e´paisseur en fonction du de´placement
axial (ﬁgure 4-23) semble plus re´gulie`re que pour le chemin non-line´aire (chemin 2).
Ceci se trouve conﬁrme´ par le fait que l’on de´tecte l’apparition d’e´clatement pour un
de´placement axial de 16.25 mm dans le cas du chemin non-line´aire (ﬁgure 4-24). Ce
de´placement axial correspond a` une e´paisseur de 1.56 mm pour le chemin non-line´aire,
soit une diminution d’e´paisseur de 25 %.
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Fig. 4-23: E´volution de l’e´paisseur en fonction du de´placement axial pour un point situe´
au sommet du doˆme. Le proce´de´ a e´te´ re´alise´ sans contre-piston et avec deux chemins de
pression interne en fonction du de´placement axial diﬀe´rents.
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Fig. 4-24: E´volution du crite`re d’e´clatement en fonction du de´placement axial pour un
proce´de´ d’hydroformage d’une forme en T sans contre-piston. Deux chemins en pression
non-line´aire (chemin 2) et line´aire (chemin 3) sont compare´s.
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4.3.4 Inﬂuence de parame`tres proce´de´s sur l’apparition de plis.
On simule le proce´de´ d’hydroformage (ﬁgure 4-25) propose´ dans [Koc¸ 02]. La longueur
-Fc
iP
m atrice
Fc
m atrice
Fig. 4-25: Le tube soumis a` une pression interne Pi et a` un chargement axial Fc est forme´
dans la matrice.
du tube, le diame`tre interne et l’e´paisseur initiale valent respectivement 300 mm, 94 mm
et 6 mm. Le mate´riau conside´re´ est un acier SAE 1008. On conside`re ici deux chemins de
pression interne en fonction du de´placement axial diﬀe´rents (ﬁgure 4-26) aﬁn de mettre
en e´vidence l’inﬂuence de ce chemin sur l’apparition du ﬂambage. Le chemin nomme´
chemin 1 est un chemin sain expe´rimentalement.
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Fig. 4-26: De´ﬁnition de deux chemins de pression interne en fonction du de´placement
axial.
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La pre´diction du plissement par le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad indique une zone
de plis dans la partie du tube en expansion pour le chemin 1. Ce de´faut est de´tecte´
pour un temps de proce´de´ e´gal a` 1.20 ms. Ceci est duˆ a` une variation importante de
l’e´paisseur. En eﬀet, l’e´paisseur, qui vaut 6 mm au de´but du proce´de´, de´croˆıt vers la valeur
de 4.31 mm pour un temps de 1.05 ms. L’ite´ration suivante est le sie`ge d’un accroissement
d’e´paisseur duˆ au contact entre la matrice et le tube. Cette variation d’e´paisseur produit
une ﬂuctuation du tenseur des taux de de´formation ; on de´tecte alors une bande de
plissement.
La forme obtenue a` partir du chemin nume´ro 2 n’est pas correcte. La pression est
insuﬃsante pour compenser la force de compression axiale. Ainsi, deux bandes de ﬂam-
bage apparaissent durant le proce´de´ d’hydroformage (ﬁgure 4-27). La premie`re de ces
bandes survient pour une pression interne de 10 MPa et un de´placement axial de 26 mm.
Elle s’arreˆte ensuite de s’accroˆıtre ; il y a alors formation de la deuxie`me bande pour une
pression interne de 32.6 MPa.
seconde bande de plissement
Fig. 4-27: De´tection d’un pli d’apre`s le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad pour une pression
interne de 32.6 MPa.
On a bien retrouve´ nume´riquement les a-priori expe´rimentaux, a` savoir une forte
de´pendance de la formation de de´fauts au chemin de proce´de´ utilise´.
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4.4 Mise en forme de toˆles
4.4.1 Pre´diction de striction localise´e
L’hydroformage de ﬂan est une alternative a` la mise en forme de toˆles par em-
boutissage. Ce proce´de´ permet d’ame´liorer la formabilite´ du mate´riau tout en oﬀrant
une meilleure re´partition d’e´paisseur sur la partie de la toˆle en contact avec le poinc¸on.
Le proce´de´ consiste en la de´formation de la toˆle, sous serre-ﬂan ou non, dans une cavite´
sous l’action d’un poinc¸on. Il s’exerce une pression sur le bord de la toˆle qui n’est pas en
contact avec le poinc¸on (ﬁgure 4-28).
PressurePression
Matrice
Serre-flan
Diamètre poinçon
cavité
Fig. 4-28: La toˆle est de´forme´e dans un matrice par un poinc¸on. Une pression s’exerce
sur la partie de la toˆle qui n’est pas en contact avec le poinc¸on.
On propose dans cette partie de montrer l’ame´lioration de la formabilite´ par le proce´de´
d’hydroformage de ﬂan en comparaison avec un proce´de´ d’emboutissage classique ainsi
que l’eﬀet de l’eﬀort serre-ﬂan sur l’apparition de striction.
La loi de pression expe´rimentale conside´re´e a e´te´ choisie d’apre`s [Benchmarks 99].
Aﬁn de comparer le proce´de´ d’hydroformage de ﬂan avec le proce´de´ d’emboutissage,
on calcule la valeur du crite`re d’instabilite´ pour ces deux proce´de´s (ﬁgure 4-29). Pour
cela, un point dans le mur libre et un point au sommet de l’embouti sont observe´s.
On constate que la striction apparaˆıt pour un de´placement du poinc¸on d’environ 60
mm dans le cas de l’hydroformage de ﬂan. La formabilite´ semble diminue´e dans le cas
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Fig. 4-29: E´volution du crite`re de striction pour les proce´de´s d’emboutissage et d’hydro-
formage de ﬂan en deux points de la toˆle.
du proce´de´ d’emboutissage puisque la striction est alors pre´dite pour un de´placement
d’environ 50 mm. Ce re´sultat paraˆıt en accord avec la re´alite´ expe´rimentale. De plus,
la striction n’apparaˆıt pas au meˆme endroit suivant le proce´de´. En eﬀet, dans le cas de
l’emboutissage, la striction se produit au sommet de l’embouti tandis que le mur libre
est le lieu de localisation du de´faut pour le proce´de´ d’hydroformage de ﬂan.
Si la prise en compte de la pression inﬂuence l’apparition de striction, l’eﬀort serre-ﬂan
dans le cas de l’emboutissage est l’un des parame`tres usuellement ajuste´ aﬁn d’e´viter de
tels de´fauts. En eﬀet, il est bien connu qu’un faible eﬀort serre-ﬂan entraˆıne un important
avalement du ﬂan ce qui permet d’e´viter l’apparition de striction. Par opposition, un
fort eﬀort serre-ﬂan conduit a` un important e´tirement de la matie`re pouvant amener le
phe´nome`ne de striction.
On propose de comparer la pre´diction de striction pour deux eﬀorts serre-ﬂan oppose´s
valant 5 kN et 80 kN (ﬁgure 4-30).
On observe qu’il n’y a pas apparition de striction localise´e au niveau du mur libre
quelque soit l’eﬀort serre-ﬂan. Par contre, au sommet de l’embouti, l’augmentation de
l’eﬀort serre-ﬂan entraˆıne une diminution de la formabilite´. En eﬀet, un eﬀort serre-ﬂan
valant 80 kN conduit a` l’apparition de striction pour un de´placement d’environ 50 mm
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Fig. 4-30: E´volution du crite`re d’instabilite´ pour deux eﬀorts serre-ﬂan en deux points
situe´s au sommet de l’embouti et dans le mur libre.
alors qu’un de´placement de 80 mm est ne´cessaire avant la formation du de´faut pour un
eﬀort serre-ﬂan valant 5 kN.
4.4.2 Inﬂuence du maillage sur le crite`re de plissement
On observe le meˆme proce´de´ d’emboutissage de toˆles que pre´ce´demment.
Une premie`re simulation a e´te´ re´alise´e avec un maillage grossier compose´ de 471
noeuds et 861 e´le´ments. L’application du crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad lors de cette
simulation montre toute la diﬃculte´ de pre´dire des plis sur ce type de maillage. Dans
un premier temps, un eﬀort serre-ﬂan de 5 kN est applique´. De`s le de´but du proce´de´
des zones de plis sont de´tecte´es (zones bleues sur la ﬁgure 4-31). Ces zones se localisent
sous le serre-ﬂan et au niveau du rayon matrice. Les zones de plis au niveau du rayon
matrice s’expliquent aise´ment d’apre`s la grossie`rete´ du maillage. Par contre, la pre´diction
de zones de plis sous le serre-ﬂan pour une faible profondeur d’emboutissage semble peu
en accord avec la re´alite´ du proce´de´. Pour une profondeur d’emboutissage de 79.3 mm,
des zones de plis apparaissent naturellement (ﬁgure 4-32). Dans ce cas, le crite`re de
plissement de Nordlund et Ha¨ggblad semble peu pre´cis bien que certaines de ces zones
soient correctement pre´dites.
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Fig. 4-31: Re´partition du crite`re de plis pour un eﬀort serre-ﬂan de 5 KN en de´but de
proce´de´.
Fig. 4-32: Re´partition du crite`re de plis pour un eﬀort serre-ﬂan de 5 KN et un
de´placement poinc¸on de 79.3 mm.
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Fig. 4-33: Re´partition du crite`re de plis pour un eﬀort serre-ﬂan de 5 KN et un
de´placement poinc¸on de 79.3 mm.
Aﬁn de ve´riﬁer l’inﬂuence du maillage sur l’apparition et la pre´diction de plis, un
maillage plus ﬁn a e´te´ utilise´ pour simuler ce proce´de´ d’emboutissage. Il est compose´ de
4529 e´le´ments et 2355 noeuds. On constate alors que les plis observe´s pour une profondeur
d’emboutissage de 79.3 mm n’apparaissent plus (ﬁgure 4-33). De plus, des zones tre`s
localise´es de plissement sont pre´dites avec le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad. Elles se
situent essentiellement au niveau du rayon matrice, sous le serre-ﬂan, mais e´galement sur
le mur libre. Toutefois, la re´partition de ces zones tend a` montrer l’importance joue´e par
le maillage sur l’apparition et la pre´diction de plis en emboutissage de ﬂan.
Pour insister sur le roˆle du maillage sur la pre´diction de plis, on a choisi un eﬀort
serre-ﬂan e´gale a` 80 kN. On s’attend a` ne pas voir apparaˆıtre de plis sous le serre-ﬂan.
Or, avec le maillage grossier, des zones parfois importantes sont encore pre´dites sous le
serre-ﬂan pour de faibles profondeurs d’emboutissage (ﬁgure 4-34).
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Fig. 4-34: Re´partition du crite`re de plis pour un eﬀort serre-ﬂan de 80 KN et un
de´placement poinc¸on d’environ 50 mm.
4.5 Discussion
Les crite`res de plissement et de striction ont e´te´ applique´s a` des proce´de´s d’hydrofor-
mage de tubes, de ﬂans et d’emboutissage de ﬂans. Le crite`re de striction utilise´ est base´
sur l’analyse line´aire de stabilite´ par me´thode de perturbation. Le crite`re de plissement
est base´ sur les travaux de Nordlund et Ha¨ggblad.
L’application du crite`re de striction localise´e a` un proce´de´ d’hydroformage de tubes
a permis de de´ﬁnir un crite`re modiﬁe´ permettant de rectiﬁer l’inﬂuence des instabilite´s
nume´riques. Toutefois, ce crite`re reste sensible a` l’algorithme de contact qui engendre
des perturbations des composantes du tenseur des contraintes. Ce proble`me devient om-
nipre´sent lors d’un proce´de´ d’emboutissage puisqu’une partie importante du ﬂan est en
contact avec la matrice, le serre-ﬂan ou le poinc¸on. Des ame´liorations sont donc a` apporter
au crite`re de striction localise´e et a` l’algorithme de contact.
Concernant le crite`re de plissement, il semble tre`s bien adapte´ a` la pre´diction de plis en
hydroformage. Par contre, une fois encore, le crite`re est sensible au contact entre le tube
et la matrice. L’application du crite`re de plissement au proce´de´ d’emboutissage semble
tre`s sensible au maillage. Les pre´dictions fournies pour un maillage grossier paraissent
parfois surprenantes et peu re´alistes.
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Si des ame´liorations restent a` eﬀectuer sur ces crite`res, leur utilisation a permis de
montrer l’inﬂuence de parame`tres proce´de´s sur l’apparition de de´fauts.
Mais les re´sultats nume´riques obtenus ne peuvent servir de validation de ces crite`res.
Seule la comparaison avec des re´sultats expe´rimentaux permettra de ve´riﬁer la pre´cision
des pre´dictions.
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Parmi les crite`res de pre´diction de de´fauts pre´sente´s dans les parties pre´ce´dentes, deux
d’entre eux ont fait l’objet d’une implantation dans un code de simulation nume´rique. Si
le comportement des crite`res de striction localise´e par analyse de stabilite´ et de plissement
par l’analyse de Nordlund et Ha¨ggblad semble correct, cela ne prouve en rien la justesse
de ces crite`res par rapport a` la re´alite´ physique des proce´de´s de mise en forme.
Aﬁn de valider ces crite`res, une e´tude expe´rimentale de proce´de´ d’hydroformage a
e´te´ mene´e a` l’Universite´ Technologique de Toyohashi sous la direction de Monsieur le
Professeur Ken-Ichiro Mori. Les travaux et re´sultats ont e´te´ obtenus graˆce a` l’aide de
M. Patwari et M. Maeno e´tudiants en Maste`re dans ce meˆme laboratoire. Le stage de
recherche de 2 mois a e´te´ ﬁnance´ par le Ministe`re de l’E´ducation et de la Recherche du
gouvernement Japonais (MEXT) dans le cadre des bourses Monbusho.
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5.1 Un nouveau proce´de´ d’hydroformage de tubes :
Le proce´de´ hammering
De manie`re usuelle, l’un des moyens de controˆler un proce´de´ d’hydroformage (c’est-a`-
dire d’e´viter l’apparition de de´fauts) consiste a` faire varier le chemin de´ﬁni par la pression
en fonction du de´placement axial. Il est bien connu que, pour augmenter la limite de
formabilite´ d’un mate´riau, il est pre´fe´rable d’utiliser un chemin en escalier plutoˆt qu’un
chemin line´aire.
Mais, pour la mise en forme de certaines pie`ces complexes, les chemins en escalier
s’ave`rent parfois insuﬃsants et des de´fauts apparaissent. Dernie`rement, il a e´te´ observe´
industriellement que le proce´de´ de ”hammering” permet d’ame´liorer la limite de forma-
bilite´ du mate´riau sans avoir a` modiﬁer le de´placement axial. Ce nouveau proce´de´ au-
torise la mise en forme de pie`ces diﬃciles a` obtenir par les me´thodes conventionnelles
d’hydroformage de tubes.
Le proce´de´ hammering consiste en l’utilisation d’un chemin oscillant au lieu d’une
variation line´aire entre la pression interne et le de´placement axial. Pour illustrer la dis-
cussion, la ﬁgure 5-1 repre´sente un chemin line´aire classique, tandis que la ﬁgure 5-2
repre´sente le chemin utilise´ pour un proce´de´ hammering. Pour se re´fe´rer a` un proce´de´
d’hydroformage de tubes utilisant ce type de chemin, on parlera tantoˆt de proce´de´ ham-
mering, tantoˆt de proce´de´ oscillant.
Les parame`tres importants de ce proce´de´, en dehors des parame`tres traditionnels, sont
le nombre de cycles et l’amplitude de l’oscillation. Il a e´te´ constate´ expe´rimentalement
que, pour un tube donne´ avec une ge´ome´trie donne´e, il existait une fre´quence optimale
d’oscillations donnant la meilleure forme de tube, c’est-a`-dire un tube avec le moins de
plis et sans striction ou e´clatement. Nous verrons e´galement que la vitesse de de´placement
axial du piston repre´sente un parame`tre important.
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Fig. 5-1: Exemple de chemin line´aire traditionnel
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Fig. 5-2: Exemple de chemin utilise´ pour le proce´de´ de hammering
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5.2 De´ﬁnition du proce´de´ re´alise´
Il s’agit ici d’un proce´de´ d’expansion libre. Pour cela, la hauteur de la cavite´ de la
matrice a e´te´ choisie suﬃsamment grande par rapport aux dimensions du tube.
Le tube est inse´re´ dans la matrice. Il comprend deux bouchons en caoutchouc, d’e´paisseur
15 mm, a` chacune de ses extre´mite´s. Un liquide est contenu dans le tube entre ces deux
bouchons en caoutchouc. La pression interne est cre´e´e par changement de volume duˆ au
de´placement du bouchon se situant sur la partie infe´rieure du tube. Le tube est e´galement
soumis a` un e´tat de compression axial par un piston depuis le sommet. Les ge´ome´tries
du tube et de la matrice utilise´s sont donne´es dans la ﬁgure 5-3.
Matrice
50 mm
30 mm
5 mm
12 mm
15 mm 15 mm2
0
 m
m 105 mm
5 mm
11 mm
Bouchons en caoutchouc
Fig. 5-3: Le ﬂuide est contenu dans le tube entre deux bouchons en caoutchouc. Le tube
est de´forme´ a` l’inte´rieur d’une matrice axisyme´trique.
5.3 Comparaison expe´rience/simulation
On souhaite dans un premier temps comparer la ge´ome´trie du tube obtenue expe´rimentalement
avec la ge´ome´trie pre´dite par la simulation.
La deuxie`me phase de cette e´tude consiste a` observer l’inﬂuence des parame`tres du
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proce´de´ hammering sur les crite`res de de´fauts. Les crite`res de de´fauts de´ﬁnis dans les
pre´ce´dents chapitres peuvent alors eˆtre confronte´s a` la re´alite´.
5.3.1 Validation de la ge´ome´trie nume´rique
Les tubes utilise´s sont des tubes en aluminium A1070 de longueur 105 mm, de
diame`tre 20 mm et d’e´paisseur 1 mm. Ces tubes ont e´te´ adoucis.
Les caracte´ristiques de comportement mate´riel sont :
coeﬃcient k de la loi d’e´crouissage σ¯ = kεn (en MPa) 108
exposant n de la loi d’e´crouissage σ¯ = kεn 0.2
contrainte limite σY (MPa) 69
coeﬃcient de Poisson ν 0.32
Module d’Young E (GPa) 72
Densite´ ρ (kg.m−3) 2700
On regarde la ge´ome´trie obtenue a` diﬀe´rents instants. Pour cette premie`re validation,
on n’utilise pas de piston axial. Il s’agit simplement de l’expansion d’un tube dans une
matrice.
Pour ce type de proce´de´, la pression interne varie line´airement en fonction du temps.
L’augmentation de la pression s’eﬀectue de manie`re manuelle. Le controˆle de la pression
est donc approximatif.
La pression initiale est d’environ 3 MPa. On a alors une augmentation suppose´e
line´aire de la pression interne.
Pour une valeur de 6.3 ±0.1MPa, on constate l’e´clatement du tube (ﬁgure 5-4)
On constate e´galement que la de´formation n’est pas axisyme´trique (ﬁgure 5-5). Les
raisons de ce de´faut peuvent eˆtre multiples. Elles peuvent eˆtre associe´es a` un de´faut initial
du mate´riau ou a` des de´fauts provenant du proce´de´. Le mate´riau constituant le tube est
tre`s doux. Ainsi le tube se de´forme facilement. Or, pour la mise en place du proce´de´,
de nombreuses manipulations sont ne´cessaires, notamment pour inse´rer les bouchons en
cautchouc a` l’inte´rieur du tube. Il est probable qu’au cours de ces manipulations des
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Fig. 5-4: Pour une pression de 6.3 MPa, on observe l’apparition du zone d’e´clatement
du tube au centre de la zone en expansion.
142
Chapitre 5. Confrontation de crite`res de de´fauts avec l’expe´rience
Fig. 5-5: On constate que la de´formation du tube n’est pas axisyme´trique.
imperfections soient introduites dans le tube.
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Fig. 5-6: Proﬁl diame`tral du tube pour une pression de 6.3 MPa
Le diame`tre maximum correspondant a` l’e´clatement du tube vaut 27.5 mm soit une
augmentation du diame`tre de 5.5 mm (ﬁgure 5-6). On retrouve par la simulation une telle
expansion pour une pression interne de 6.76 MPa. Aux vues des conditions de re´alisation
expe´rimentale, le re´sultat nume´rique semble satisfaisant.
Le parame`tre de striction tel qu’il a e´te´ de´ﬁni dans la partie pre´ce´dente est e´galement
observe´.
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Pour une pression de 6.24 MPa, le parame`tre devient non-nul de faible amplitude.
Cette pression correspond a` la transition du domaine e´lastique au domaine plastique. La
distribution des zones de striction est alors non-axisyme´trique. La distribution devient
axisyme´trique pour une pression de 6.72 MPa. Cet e´tat correspond a` de fortes valeurs
du parame`tre de striction. Par contre, le diame`tre maximal atteint 2.8 mm, ce qui est
insuﬃsant pour obtenir la rupture du tube. Pour une pression de 6.76 MPa correspondant
a` la pression de rupture du tube, on constate que l’augmentation du parame`tre de striction
par rapport a` sa valeur maximale devient signiﬁcative (ﬁgure 5-7). On note alors avec
inte´reˆt que l’optimisation du proce´de´ par minimisation du parame`tre d’instabilite´ se
re´ve´lerait eﬃcace.
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Fig. 5-7: Evolution du parame`tre d’instabilite´ en fonction de la pression interne pour un
point situe´ au sommet de la partie du tube en expansion.
Par contre, la distribution du parame`tre d’instabilite´ pre´dite sur le tube (ﬁgure 5-8)
ne semble pas eˆtre en ade´quation avec le re´sultat expe´rimental. Toutefois, la distribution
du parame`tre d’instabilite´ n’est pas totalement axisyme´trique, on constate en eﬀet des
zones plus ou moins larges sur la circonfe´rence de la partie en expansion.
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Fig. 5-8: Distribution du parame`tre d’instabilite´ pour une pression interne de 6.76 MPa
5.3.2 Observation qualitative de l’eﬀet du chemin oscillant sur
la de´forme´e du tube
On travaille avec des tubes en aluminium A1070 de longueur 105 mm, de diame`tre 20
mm et d’e´paisseur 1 mm. Ces tubes sont les meˆmes que dans la section pre´ce´dente sauf
qu’ils n’ont pas e´te´ adoucis.
On re´alise un proce´de´ d’hydroformage oscillant et un proce´de´ d’hydroformage line´aire.
Au cours du formage du tube avec le proce´de´ hammering, on constate l’apparition de
rupture (ﬁgure 5-9). Ceci est duˆ a` l’amplitude de l’oscillation. En eﬀet, il est normal que
la rupture apparaisse plus rapidement dans le cas du proce´de´ hammering que dans le cas
d’un proce´de´ line´aire puisqu’on rajoute l’amplitude a` la valeur de la ”pression line´aire”.
Ainsi, dans notre cas, pour pouvoir observer la diﬀe´rence entre les deux proce´de´s, l’am-
plitude choisie est de 1 MPa, ce qui correspond a` 20% d’augmentation pour une pression
de 5 MPa.
Au cours du proce´de´ line´aire on ne remarque aucune bande de striction ; le tube ayant
alors une tendance au ﬂambage (ﬁgure 5-9). L’e´volution de la forme du tube au cours du
proce´de´ line´aire est donne´e a` titre indicatif sur la ﬁgure 5-10.
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Fig. 5-9: Apparition de rupture sur le tube lors du proce´de´ de hammering (gauche).
Apparition de ﬂambage lors d’un proce´de´ line´aire (droite)
Fig. 5-10: E´volution de la forme du tube au cours du proce´de´ line´aire.
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5.3.3 Comparaison entre chemin line´aire et chemin oscillant
Re´sultats expe´rimentaux
On conside`re de´sormais un mate´riau adouci dont les caracte´ristiques sont les meˆmes
que pour l’e´tude d’un tube en expansion simple. On rappelle donc que les tubes utilise´s
sont des tubes en aluminium A1070 de longueur 105 mm, de diame`tre 20 mm et d’e´paisseur
1 mm.
Les parame`tres de comportement mate´riel ne´cessaires a` la simulation nume´rique sont
re´sume´s dans le tableau suivant :
coeﬃcient k de la loi d’e´crouissage σ¯ = kεn (en MPa) 108
exposant n de la loi d’e´crouissage σ¯ = kεn 0.2
contrainte limite σY (MPa) 69
coeﬃcient de Poisson ν 0.32
Module d’Young E (GPa) 72
Densite´ ρ (kg.m−3) 2700
On re´alise deux proce´de´s distincts : le premier est un proce´de´ line´aire, le second est
un proce´de´ oscillant. Dans les deux cas, la pression minimale vaut 5 MPa et la pression
maximale est e´gale a` 7 MPa. Le chemin oscillant est de´ﬁni par un nombre de cycles e´gale
a` 105, une vitesse de proce´de´ de 16 mm/min et une amplitude valant 1 MPa.
On regarde l’e´volution de la ge´ome´trie du tube de´forme´ pour des de´placements axiaux
valant 5 mm, 7 mm, 8 mm et 10 mm (ﬁgures 5-11 et 5-12). On peut se re´fe´rer a` la ﬁgure
5-13 pour obtenir la pression interne correspondante.
La comparaison de la ge´ome´trie des tubes de´forme´s suivant les proce´de´s line´aire et
oscillant tend a` montrer que le proce´de´ line´aire, tel qu’il a e´te´ re´alise´, favorise l’apparition
de ﬂambage du tube. La diﬀe´rence entre proce´de´ oscillant et proce´de´ line´aire se remarque
particulie`rement pour les de´placements en cours de proce´de´s (Figures 5-14, 5-15, 5-16,
5-17).
Dans le cas du proce´de´ line´aire, pour le de´placement axial ﬁnal de 10 mm, on constate
que le tube est ﬂambe´ pour le proﬁl haut, tandis que le proﬁl bas est en expansion (ﬁgure
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Fig. 5-11: E´volution de la ge´ome´trie du tube pour diﬀe´rents de´placements dans le cas
d’un proce´de´ oscillant : 5 mm (tube 4), 7 mm (tube 3), 8 mm (tube 2), 10 mm (tube 1)
Fig. 5-12: E´volution de la ge´ome´trie du tube pour diﬀe´rents de´placements dans le cas
d’un proce´de´ line´aire : 5 mm (tube 11), 7 mm (tube 10), 8 mm (tube 9), 10 mm (tube 8)
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Fig. 5-13: Chemins line´aire et oscillant utilise´s.
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Fig. 5-14: Proﬁl diame´tral et tubes de´forme´s pour un de´placement axial de 5 mm par
un proce´de´ line´aire (Tube 11) et un proce´de´ oscillant (Tube 4).
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Fig. 5-15: Proﬁl diame´tral et tubes de´forme´s pour un de´placement axial de 7 mm par
un proce´de´ line´aire (Tube 10) et un proce´de´ oscillant (Tube 3).
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Fig. 5-16: Proﬁl diame´tral et tubes de´forme´s pour un de´placement axial de 8 mm par
un proce´de´ line´aire (Tube 9) et un proce´de´ oscillant (Tube 2).
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Fig. 5-17: Proﬁl diame´tral et tubes de´forme´s pour un de´placement axial de 10 mm par
un proce´de´ line´aire (Tube 8) et un proce´de´ oscillant (Tube 1).
5-18). On remarque d’ailleurs l’apparition d’une bande d’amincissement sur ce dernier.
Cette dissyme´trie est une fois de plus attribue´e a` la mise en place du proce´de´ et plus
pre´cise´ment des bouchons dans le tube. On introduit alors une imperfection dans le tube
qui devient dominante pour une de´formation importante du tube. Ceci est conﬁrme´ par
le fait que dans le cas du mate´riau original, c’est-a`-dire non-adouci, on n’observe pas
cette dissyme´trie.
Remarque 69 Duˆ aux limites technologiques, le chemin oscillant n’a pu eˆtre re´alise´
jusqu’au terme du de´placement axial. En eﬀet, a` partir d’un certain de´placement, le
piston de pression ne pouvait plus ge´ne´rer d’augmentation de pression.
La dissyme´trie de de´formation du tube entraˆıne alors une meilleure re´partition d’e´paisseur
dans le cas du proce´de´ oscillant (ﬁgure 5-19).
Comparaison nume´rique
Si l’on observe une diﬀe´rence entre proce´de´ line´aire et oscillant de manie`re expe´rimentale,
il convient de ve´riﬁer cette diﬀe´rence nume´riquement. La plupart des parame`tres impor-
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Fig. 5-18: Comparaison entre les proﬁls pour le proce´de´ line´aire et le proce´de´ oscillant.
0
0,2
0,4
0,6
0,8
1
1,2
0 20 40 60 80 100
distance au bord (mm)
é
p
a
is
s
e
u
r 
(m
m
)
Linéaire Profil Haut
Linéaire Profil Bas
Hammering Profil Haut
Hammering Profil Bas
Fig. 5-19: Re´partition d’e´paisseur le long de tubes de´forme´s par les proce´de´s line´aire et
oscillant.
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tants des proce´de´s et du comportement mate´riel sont connus, a` l’exception du coeﬃcient
de frottement, de la de´formation initiale ε0 intervenant dans la loi d’e´crouissage σy =
k (ε0 + ε¯p)n et de l’amplitude du de´faut introduit par la mise en oeuvre expe´rimentale.
Il est e´galement important de noter que la vitesse de proce´de´ expe´rimentale vaut 16
mm.min−1. Cette vitesse est tre`s lente nume´riquement. Aﬁn d’obtenir des temps de calcul
raisonnables, la vitesse a e´te´ divise´e d’un facteur 1000. Or, comme nous le verrons par la
suite, la vitesse de proce´de´ a une inﬂuence non-ne´gligeable sur la forme obtenue.
Aﬁn d’obtenir une bonne corre´lation entre les re´sultats nume´riques et expe´rimentaux,
il a fallu ajuster le parame`tre ε0. Parmi les nombreuses simulations re´alise´es, seules celles
utilisant un parame`tre ε0 valant 2.18E-04 et 1.07E-03 ont semble´ eˆtre proches des re´sultats
expe´rimentaux sans toutefois eˆtre parfaites.
En eﬀet, pour des de´placements axiaux de 5 mm et 8 mm, la comparaison entre
le proﬁl diame´tral expe´rimental et les proﬁls nume´riques montrent que la simulation
utilisant un parame`tre ε0 e´gale a` 2.18E-04 fournissent une meilleure corre´lation avec
l’expe´rimentation (ﬁgures 5-20 et 5-21). Dans ces deux ﬁgures, le tube obtenu avec ε0
valant 1.07E-03 semble trop peu gonﬂe´.
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Fig. 5-20: Repre´sentation du proﬁl diame`tral des tubes obtenus expe´rimentalement et
nume´riquement pour un de´placement axial valant 5 mm
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Fig. 5-21: Repre´sentation du proﬁl diame`tral des tubes obtenus expe´rimentalement et
nume´riquement pour un de´placement axial valant 7 mm
Pour un de´placement axial valant 8 mm, le tube obtenu nume´riquement pour ε0 =
2.18E−04 semble trop gonﬂe´ tandis que le tube obtenu pour ε0 = 1.07E−03 semble trop
ﬂambe´ (ﬁgure 5-22). On voit alors toute la diﬃculte´ d’obtenir une simulation approchant
au mieux les re´sultats expe´rimentaux.
Par contre, pour un de´placement axial valant 10 mm, le proﬁl diame´tral et le proﬁl en
e´paisseur obtenus nume´riquement pour ε0 valant 2.18E-04 sont tre`s e´loigne´s des proﬁls
expe´rimentaux tandis que les re´sultats nume´riques obtenus pour ε0 valant 1.07E-03 se
rapprochent de la forme de´sire´e (ﬁgures 5-23 et 5-24).
Remarque 70 Pour la simulation avec ε0 = 2.18E − 04, on a repre´sente´ le proﬁl
diame`tral pour un de´placement axial de 9.4 mm. En eﬀet, pour les de´placements axiaux
plus importants, le tube ne reste pas en contact avec le piston axial. Ceci ne correspond
bien e´videmment pas a` la re´alite´. Ceci est duˆ a` un gonﬂement trop important du tube.
Pour la suite de l’e´tude, on souhaite retrouver nume´riquement l’inﬂuence de parame`tres
de proce´de´ sur l’apparition de de´fauts, on va donc uniquement regarder l’inﬂuence sur
la simulation obtenue avec ε0 = 1.07E − 03 puisque la forme ﬁnale simule´e est la plus
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Fig. 5-22: Repre´sentation du proﬁl diame`tral des tubes obtenus expe´rimentalement et
nume´riquement pour un de´placement axial valant 8 mm
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Fig. 5-23: Repre´sentation du proﬁl diame`tral des tubes obtenus expe´rimentalement et
nume´riquement pour un de´placement axial valant 10 mm (sauf pour la simulation avec
ε0 = 2.18E − 04 pour laquelle la repre´sentation est re´alise´e pour un de´placement axial
de 9.4 mm)
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Fig. 5-24: Comparaison des proﬁls en e´paisseur obtenus nume´riquement et
expe´rimentalement pour un de´placement de 10 mm (sauf pour la simulation re´alise´e
avec ε0 = 2.18E − 04 pour laquelle l’e´paisseur est observe´e pour un de´placement de 9.4
mm).
proche de la forme ﬁnale expe´rimentale.
La comparaison entre la forme obtenue nume´riquement et expe´rimentalement dans
le cas d’un proce´de´ line´aire avec les meˆmes parame`tres de comportement mate´riel que
dans le cas du chemin oscillant ne concordent pas. Cependant l’objectif est ici d’observer
la diﬀe´rence entre proce´de´ line´aire et proce´de´ oscillant de manie`re nume´rique. Le proﬁl
diame´tral obtenu dans le cas du chemin line´aire montre que ce chemin favorise l’apparition
du ﬂambage par rapport au chemin oscillant (ﬁgure 5-25). Dans le cas d’un chemin
oscillant, la pression maximale peut atteindre 8 MPa alors que la pression maximale
dans le cas du chemin line´aire vaut 7 MPa. Ceci induit naturellement un gonﬂement
moindre du tube.
5.3.4 Inﬂuence du nombre de cycles sur l’apparition de de´fauts
Les donne´es du proce´de´ re´alise´ sont les suivantes :
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Fig. 5-25: Comparaison pour un de´placement axial de 10 mm entre un chemin line´aire
et un chemin oscillant.
type de chemin oscillant
Pression maximale (MPa) 7
Pression minimale (MPa) 5
vitesse (mm/min) 16
amplitude (MPa) 1
On compare les re´sultats obtenus pour un nombre de cycles e´gale a` 105, un nombre
de cycles e´gale a` 75 et un nombre de cycles e´gale a` 40 (Figure 5-26).
Remarque 71 Avec les parame`tres de proce´de´ tels qu’ils ont e´te´ de´ﬁnis ici, on ne peut
pas choisir un nombre de cycles supe´rieur a` 105 car on atteint alors les limites des
appareils utilise´s pour ge´ne´rer les oscillations.
Pour un nombre de cycle valant 40, le tube e´clate pour un de´placement axial d’environ
7.7 mm. La pression interne avoisine alors 6.54 MPa. Une forte dissyme´trie est observe´e
entre la partie haute du tube (c’est-a`-dire la partie la plus proche du piston axial) et la
partie basse. Cette dissyme´trie diminue lorsque l’on augmente le nombre de cycles. Ainsi
elle semble plus importante pour un proce´de´ avec 75 cycles que pour un proce´de´ avec
105 cycles. Dans ces deux derniers cas, une bande de striction est observe´e visuellement.
Les tubes semblent proches de l’e´clatement.
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Fig. 5-26: Comparaison de la ge´ome´trie obtenue pour des nombres de cycle valant 40
(Tube 5), 75 (Tube 6) et 105 (Tube 1).
Nume´riquement, on observe e´galement la diminution de la dissyme´trie avec l’accroisse-
ment du nombre de cycles mais de manie`re plus marque´e (ﬁgure 5-27). En eﬀet, on
retrouve alors la remarque formule´e pre´ce´demment, a` savoir qu’il semble y avoir un
manque de pression entre les re´sultats simule´s et les re´sultats expe´rimentaux.
Cependant, le crite`re base´ sur la me´thode de perturbation indique qu’il y a apparition
de striction, que l’on observe sous forme de bandes longitudinales, pour un de´placement
axial de 9.6 mm (ﬁgure 5-28). Cette valeur de de´placement axial est largement supe´rieure
a` la valeur observe´e expe´rimentalement. Ceci est normal vu que le gonﬂement obtenu
nume´riquement semble moins important que le gonﬂement expe´rimental.
De plus, pour cette valeur de de´placement, on commence a` de´tecter des instabilite´s
pour les simulations avec 75 et 105 cycles mais les niveaux d’instabilite´ sont infe´rieurs a`
ceux obtenus pour 40 cycles (ﬁgure 5-29).
Il semble alors que l’instant d’apparition de striction est retarde´ avec l’augmentation
du nombre de cycles. On en de´duit l’augmentation de la formabilite´ avec l’augmentation
du nombre de cycles.
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Fig. 5-27: Comparaison de la forme et l’e´paisseur des tubes obtenus pour une
de´placement de 10 mm.
Fig. 5-28: Distribution du crite`re d’instabilite´ lors un proce´de´ oscillant avec 40 cycles
pour un de´placement axial de 9.6 mm.
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Fig. 5-29: Distribution du parame`tre d’instabilite´ pour un de´placement de 9.6 mm avec
un nombre de cycles e´gal a` 75 et 105 cycles.
5.3.5 Inﬂuence de l’amplitude sur l’apparition de de´fauts
Les parame`tres de proce´de´ sont ﬁxe´s de la manie`re suivante :
type de chemin oscillant
Pression maximale (MPa) 7
Pression minimale (MPa) 5
vitesse (mm/min) 16
nombre de cycles 105
Il est e´vident que l’amplitude joue un roˆle important puisqu’une forte amplitude
entraˆınera un haut risque d’e´clatement. On s’inte´resse a` une amplitude de 0.5 MPa et
a` une amplitude de 1 MPa. Bien que la pression ﬁnale soit identique dans les deux cas
et e´gale a` 7 MPa, la diminution de l’amplitude favorise l’apparition de ﬂambage (ﬁgure
5-30).
On retrouve cette tendance nume´riquement. En eﬀet, en comparant les formes ﬁnales
des simulations de proce´de´s oscillants d’amplitude 0.5 MPa et 1 MPa, on constate que
l’augmentation de l’amplitude diminue le risque de ﬂambage (ﬁgure 5-31).
De plus, une premie`re zone de plis est pre´dite avec le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad
160
Chapitre 5. Confrontation de crite`res de de´fauts avec l’expe´rience
Fig. 5-30: Comparaison de la ge´ome´trie ﬁnale pour un proce´de´ oscillant d’amplitude 0.5
MPa (Tube 7) et un proce´de´ oscillant d’amplitude 1 MPa (Tube 1).
Fig. 5-31: Comparaison de la forme ﬁnale et de la distribution d’e´paisseur pour des
proce´de´s oscillants avec des amplitudes e´gales a` 0.5 MPa et 1 MPa.
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pour un de´placement axial de 5.3 mm avec une amplitude de 0.5 MPa alors qu’aucune
zone de plis n’est pre´dite tout au long du proce´de´ oscillant avec une amplitude de 1MPa
(ﬁgure 5-32).
Fig. 5-32: Distribution du crite`re de plissment de Nordlund et Ha¨ggblad pour un
de´placement axial de 5.3 mm avec des proce´de´s oscillants d’amplitude 0.5 MPa et 1
MPa.
Remarque 72 Des zones de plis sont pre´dites aux abords de la partie du tube qui reste
ﬁxe´e. Ceci est normal e´tant donne´ qu’aucune pression n’est impose´e dans cette partie du
tube lors des simulations nume´riques.
5.3.6 Inﬂuence de la vitesse de proce´de´ sur l’apparition de de´fauts
Les parame`tres du proce´de´ re´alise´ sont les suivants :
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type de chemin oscillant
Pression maximale (MPa) 7
Pression minimale (MPa) 5
nombre de cycles 105
amplitude (MPa) 1
On a re´alise´ trois expe´riences diﬀe´rentes, avec comme parame`tre observe´ la vitesse
de proce´de´. On constate alors que, pour de fortes vitesses de proce´de´ (17 mm/min), il
y a apparition de ﬂambage (5-33). Par contre, en diminuant la vitesse (12 mm/min), on
observe l’apparition de striction. Le ﬂambage ainsi forme´ semble donc eˆtre du ﬂambage
dynamique. Il faut noter que pour les deux vitesses extreˆmes, on a e´te´ oblige´ d’arreˆter le
proce´de´ avant d’atteindre le de´placement axial de 10 mm en raison des limites des outils
ou de l’apparition d’e´clatement.
Fig. 5-33: tube (a) : tube initial ; tube(b) : vitesse de proce´de´ valant 17 mm/min ; tube(c) :
vitesse de proce´de´ valant 16 mm/min ; tube(d) : vitesse de proce´de´ valant 12mm/min.
En analysant le diame`tre en diﬀe´rents points du tube, on constate qu’eﬀectivement,
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une vitesse de 17 mm/min favorise l’apparition de ﬂambage par rapport a` une vitesse de
16 mm/min (ﬁgure 5-34).
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Fig. 5-34: Inﬂuence de la vitesse de proce´de´ sur le proﬁl du tube de´forme´.
Nume´riquement, l’observation des formes ﬁnales obtenues pour les trois proce´de´s ne
permet pas de tirer de conclusions claires quant a` l’apparition de de´fauts (ﬁgure 5-35). On
constate simplement que pour une vitesse suppose´e de 12 mm/min, le tube semble plus
gonﬂe´ que pour une vitesse de 16 mm/min. Mais, la diﬀe´rence concernant ces deux vitesses
n’est pas assez signiﬁcative pour pouvoir conclure cate´goriquement quant a` l’inﬂuence
de la vitesse sur l’apparition de de´faut. Concernant la comparaison entre les vitesses de
proce´de´ de 16 mm/min et de 17 mm/min, il est e´vident que si l’on arreˆte l’un des proce´de´s
un peu avant l’autre, ce dernier subira une pression interne plus importante et sera donc
moins sujet au phe´nome`ne de ﬂambage. Dans la re´alite´, le proce´de´ avec une vitesse de
17 mm/min a e´te´ arreˆte´ pour un de´placement de 9 mm. La forme obtenue est alors bien
une forme ﬂambe´e par rapport au proce´de´ avec une vitesse de 16 mm/min (ﬁgure 5-36).
L’utilisation des crite`res de plissement et de striction localise´e ne permettent pas de
retrouver les observations expe´rimentales. Cet e´chec des crite`res de pre´diction et des
observations de l’inﬂuence de la vitesse s’explique tre`s aise´ment puisque l’on rappelle
que les vitesses de proce´de´ ont e´te´ divise´es par 1000 aﬁn d’obtenir un temps de calcul
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Fig. 5-35: Formes ﬁnales et re´partition d’e´paisseurs obtenues nume´riquement pour
diﬀe´rentes vitesses de proce´de´.
Fig. 5-36: Repre´sentation de la forme obtenue et de la distribution d’e´paisseur pour un
proce´de´ oscilant avec une vitesse de 17 mm/min et un de´placement axial valant 9 mm.
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relativement raisonnable.
5.4 Discussion
Le proce´de´ oscillant, ou proce´de´ hammering, semble permettre de de´former la pie`ce
plus rapidement en ame´liorant la re´partition d’e´paisseur. Industriellement, ce proce´de´ est
de´ja` utilise´ et a permis de former des pie`ces infaisables par des proce´de´s traditionnels.
Par contre, ce proce´de´ fait intervenir de nombreux parame`tres dont l’inﬂuence a e´te´ mise
en e´vidence dans cette partie.
Le proce´de´ hammering a e´te´ utilise´ pour valider la simulation e´le´ments ﬁnis du
LMARC. Aﬁn d’obtenir un temps de calcul raisonnable, on a divise´ le temps de proce´de´
par 1000 pour re´aliser les simulations. Or, la vitesse de proce´de´ semble eˆtre un parame`tre
tout aussi important que l’amplitude du proce´de´ ou le nombre de cycles. Par conse´quent,
en vue de comparaisons plus pre´cises avec la re´alite´, il serait inte´ressant d’augmenter
la rapidite´ du code de calcul. Une autre voie consiste a` utiliser un code axisyme´trique.
Cette voie a e´te´ choisie par le Professeur Mori. Les simulations re´alise´es ne´cessitent peu
de temps de calcul.
On retrouve nume´riquement l’importance des parame`tres du proce´de´ sur l’apparition
des de´fauts. Toutefois, la simulation ne´cessite la connaissance exacte du coeﬃcient de
friction entre la matrice et le tube et de la de´formation ε0. Ce dernier parame`tre a e´te´
ajuste´ aﬁn de retrouver des re´sultats nume´riques proches des re´sultats expe´rimentaux. De
plus, le code, tel qu’il est conc¸u, n’autorise pas la prise en compte des bouchons inte´rieurs
au tube. L’eﬀet de ces bouchons sur la de´forme´e est donc ne´glige´.
L’imperfection introduite dans le tube lors de la mise en place du proce´de´ est con-
side´re´e par les imperfections nume´riques. On constate, par exemple, une non syme´trie
de l’amplitude d’expansion pour les re´sultats nume´riques. Cependant, rien n’assure que
l’amplitude de l’imperfection co¨ıncide avec l’imperfection nume´rique. Comme cela a de´ja`
e´te´ pre´cise´, les re´sultats de nombreux travaux sur l’introduction d’un de´faut ont montre´
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l’importance de l’amplitude du de´faut. Ce parame`tre se trouve eˆtre un parame`tre impor-
tant introduit expe´rimentalement et non-controˆle´ nume´riquement. L’utilisation d’un code
axisyme´trique ne permettrait alors pas d’introduire un de´faut pour obtenir une pie`ce de
forme quelconque.
La nouveaute´ du proce´de´ oscillant ouvre un champ d’investigation aﬁn de compren-
dre l’inﬂuence de chaque parame`tre et de fournir une explication scientiﬁque quant
a` l’ame´lioration de la formabilite´. L’objectif a` atteindre consiste a` pouvoir de´ﬁnir les
parame`tres optimaux pour un proce´de´ complexe.
On notera que les expe´riences re´alise´es a` l’Universite´ Technologique de Toyohashi
de´butent. Ainsi, tre`s rapidement, le proce´de´ devrait s’enrichir de nombreux capteurs per-
mettant une meilleure compre´hension de l’eﬀet des oscillations sur la de´formation du tube.
De plus, l’ame´lioration des outils devrait permettre d’e´viter les limites technologiques con-
state´es au cours de la re´alisation des expe´riences sus-cite´es et e´ventuellement de re´aliser
des proce´de´s plus complexes.
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Conclusions et Perspectives
La striction localise´e et le plissement sont deux de´fauts principaux pouvant apparaˆıtre
en emboutissage et hydroformage de structures minces.
Les diﬀe´rentes mode´lisations existantes de la striction ont e´te´ pre´sente´es. Parmi ces
mode´lisations, on trouve les crite`res de force maximum qui ne distinguent pas la striction
diﬀuse de la striction localise´e ; les analyses en bifurcation et notamment le mode`le de
Sto¨ren et Rice qui donnent une plage de valeurs pour lesquelles la striction peut ap-
paraˆıtre ; les me´thodes d’introduction d’un de´faut qui de´pendent fortement du de´faut
choisi et enﬁn l’analyse line´aire de stabilite´ par une me´thode de perturbation dont l’in-
conve´nient est l’introduction d’un seuil d’instabilite´. La plupart des travaux existants se
sont concentre´s sur des e´tats de contraintes planes. Or, il est rappelle´ dans cet ouvrage
que cette hypothe`se inﬂuence les re´sultats de l’e´tude en bifurcation.
On a donc choisi de de´ﬁnir un nouveau crite`re de striction localise´e base´ sur une anal-
yse d’instabilite´ tridimensionnelle. Cela se traduit par l’absence d’hypothe`se sur l’e´tat de
contraintes et de de´formations mais aussi par l’extension du nombre de modes d’insta-
bilite´ recherche´s. Pour cela, nous avons de´ﬁni un plan d’instabilite´ a` partir de sa normale
de´termine´e par deux angles. Ainsi, notre crite`re s’applique aussi bien a` des proce´de´s
d’emboutissage que d’hydroformage.
Au-dela` de la cre´ation d’un crite`re tridimensionnel par l’analyse de stabilite´, les
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travaux eﬀectue´s se sont e´galement porte´s sur la de´ﬁnition rigoureuse d’un seuil de sta-
bilite´. Partant du constat que la perturbation doit e´voluer plus vite que la solution a`
l’e´quilibre, nous avons obtenu un nouveau crite`re tridimensionnel inde´pendant du seuil
d’instabilite´ choisi. Ainsi, il est de´sormais possible de construire des Courbes Limites
de Formage the´oriques de manie`re automatique, c’est-a`-dire sans avoir a` se pre´occuper
de la valeur du seuil d’instabilite´. Nous avons donc lever le principal inconve´nient de la
me´thode de perturbation utilise´e.
Les Courbes Limites de Formage permettent uniquement l’analyse de l’inﬂuence de
parame`tres de comportement mate´riel. Dans ce cadre, nous avons retrouve´ de manie`re
the´orique l’inﬂuence de l’exposant n de la loi d’e´crouissage de Swift sur la formabilite´
des mate´riaux. De plus, il est montre´ qu’il est important de diﬀe´rencier les mate´riaux de
structure Cubique Face Centre´e des mate´riaux Cubique Centre´. Pour cela, la me´thode
de perturbation a e´te´ applique´e a` de nouvelles lois de comportement.
Les travaux de´veloppe´s jusqu’a` pre´sent, dans le cadre de ce me´moire, ne concernent
que des mate´riaux non-endommage´s. Or, l’inﬂuence de la prise en compte de l’endom-
magement sur l’apparition de striction est de´sormais admise. L’application de la me´thode
de perturbation nous a permis de de´montrer que le crite`re d’instabilite´ d’un mate´riau
endommage´ ne se diﬀe´renciait d’un mate´riau non-endommage´ que par le changement
de la contrainte en contrainte eﬀective. On retrouve ainsi le principe d’e´quivalence en
de´formation.
Enﬁn, l’analyse line´aire de stabilite´ a e´te´ applique´e a` un proce´de´ de ﬂexion pure d’une
bande large. Les re´sultats obtenus montrent qu’il ne peut y avoir instabilite´ de l’e´quilibre
conside´re´.
Concernant l’apparition de plissement en emboutissage et hydroformage, on retrouve
dans les mode´lisations existantes l’analyse en bifurcation. Cette me´thode pre´sente alors
les meˆmes inconve´nients que pour l’analyse en striction, a` savoir qu’il existe une plage de
valeurs indiquant l’instant de bifurcation. Une deuxie`me me´thode habituellement utilise´e
est base´e sur la me´thode de l’e´nergie e´tendue au cas e´lastoplastique. Cette me´thode
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s’ave`re justiﬁe´e sous certaines hypothe`ses. Cependant on peut s’interroger quant a` l’u-
tilisation d’un crite`re d’e´nergie pour la pre´diction de plis dans des cas d’emboutissage
ou d’hydroformage complexes. Les deux crite`res cite´s analysent la bifurcation ou la sta-
bilite´ d’un e´quilibre donne´. Paralle`lement a` ces approches mathe´matiques, une troisie`me
me´thode base´e sur l’analyse qualitative du travail incre´mental interne du second or-
dre permet de pre´dire l’apparition de plis, en conside´rant que ceux-ci correspondent a`
une rotation hors-plan de l’e´le´ment. Dans le cadre de ce me´moire, le crite`re obtenu par
cette me´thode, appelle´e me´thode de Nordlund et Ha¨ggblad, a e´te´ implante´ dans un code
e´le´ments ﬁnis. Il pre´sente l’avantage de n’e´mettre aucune hypothe`se quant a` la loi de
comportement ou d’e´crouissage choisie.
On utilise la mode´lisation de Nordlund et Ha¨ggblad pour de´ﬁnir un nouveau crite`re
prenant en compte la formulation pour les coques de Donnell-Mushrati-Vaslov. On in-
troduit alors une perturbation en espace et en temps. Aﬁn de valider ce nouveau crite`re,
on a propose´ d’e´tudier l’e´quilibre d’une plaque en compression. On obtient alors la pres-
sion critique de ﬂambage en fonction du mode de bifurcation et du module tangent. Ce
re´sultat a e´te´ compare´ a` la pression critique obtenue par la me´thode de Rayleigh-Ritz
dans le cas e´lastique. Le nombre de mode correspondant au ﬂambage est alors trouve´
e´gale a` 2. Une comparaison a e´galement e´te´ re´alise´e par rapport au crite`re en e´nergie de
Timoshenko e´tendu au cas plastique.
On a donc de´ﬁni une me´thode hybride, couplant analyse de Nordlund et Ha¨ggblad et
analyse de stabilite´. Pour donner plus d’importance aux termes de ﬂexion, on a souhaite´
conclure le travail de mode´lisation du plissement en essayant d’eﬀectuer une analyse de
stabilite´ sur un e´quilibre avec une loi de comportement d’Illyushin. La the´orie d’Illuyshin
relie les eﬀorts ge´ne´ralise´s aux de´formations membranaires et de ﬂexion. Cette approche
totalement novatrice permet de prendre en compte l’eﬀet des moments sur l’apparition de
plis. La forme de la perturbation autorise la connaissance de la longueur d’onde sans se
restreindre a une ge´ome´trie donne´e. Cependant, en raison de la dimension du proble`me
conside´re´, cette me´thode semble trop lourde a` re´soudre analytiquement. En l’absence
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actuelle d’une me´thode rapide et eﬃcace pour exprimer le parame`tre d’instabilite´, l’ex-
ploitation du de´veloppement analytique obtenu pourra faire l’objet de travaux ulte´rieurs.
Parmi les crite`res de de´fauts e´tudie´s, l’analyse line´aire de stabilite´ pour la striction
et la me´thode de Nordlund et Ha¨ggblad pour le plissement ont e´te´ implante´s dans les
codes de simulation des proce´de´s d’emboutissage et d’hydroformage de structures minces
de´veloppe´s au LMARC. La comparaison des crite`res de striction et de plissement avec
des re´sultats analytiques sur des cas simples d’expansion et de compression de tubes ont
permis de ve´riﬁer la pre´cision des crite`res e´tudie´s. De plus, le crite`re de striction a e´te´
compare´ a` l’expe´rience lors d’un proce´de´ de gonﬂement de ﬂan. On retrouve alors une
diﬀe´rence entre la hauteur du doˆme critique observe´e et simule´e. On sugge`re que cette
diﬀe´rence provient de la loi de comportement utilise´e. Par ailleurs, la simulation du test
de Yoshida conﬁrme la ve´racite´ des zones de plis pre´dites dans ce cas simple. Par contre,
la prise en compte de l’endommagement sur le crite`re de plissement lors de ce meˆme
test laisse a` penser que le crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad est sensible a` l’apparition de
cisaillement.
Suite a` cette premie`re e´tape consistant a` ve´riﬁer le bon comportement des crite`res de
striction et de plis, ces meˆmes crite`res ont e´te´ utilise´s aﬁn de montrer l’inﬂuence du chemin
de chargement sur l’apparition de de´fauts lors de deux proce´de´s d’hydroformage de tubes.
Le crite`re de striction a e´galement permis de montrer nume´riquement l’augmentation
de la profondeur d’emboutissage en conside´rant un proce´de´ d’hydroformage de ﬂan au
lieu d’un proce´de´ d’emboutissage traditionnel. De plus, on a mis en e´vidence l’inﬂuence
bien connue de l’eﬀort serre-ﬂan sur l’apparition de striction et notamment sur la zone
d’apparition de la striction. Par contre, l’utilisation du crite`re de Nordlund et Ha¨ggblad
lors de la simulation d’emboutissage semble moins e´vidente. En eﬀet, contrairement a`
ce que l’on observe lors de la simulation d’hydroformage de tubes, les zones risquant
l’apparition de plis se localisent plus diﬃcilement. Ainsi, l’interpre´tation des re´sultats
obtenus dans ce cadre se trouve complique´e.
Apre`s avoir de´ﬁni des crite`res de plis et de striction, apre`s les avoir teste´s et ap-
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plique´s nume´riquement, il convient de les confronter a` la re´alite´ expe´rimentale. Pour ce
faire, on a hydroforme´ des tubes par un nouveau proce´de´ d’hydroformage de´veloppe´ a`
l’Universite´ Technologique de Toyohashi sous la responsabilite´ du Professeur Mori. Les
re´sultats expe´rimentaux obtenus montrent l’ame´lioration de la formabilite´ graˆce a` un
trajet de chargement oscillant en comparaison avec un trajet line´aire. De plus, l’inﬂuence
des parame`tres de l’oscillation, a` savoir, amplitude et nombre de cycles, et de la vitesse
de re´alisation du proce´de´ ont e´te´ observe´es expe´rimentalement. L’utilisation des crite`res
de striction par me´thode de perturbation et de plissement par la me´thode de Nordlund
et Ha¨ggblad a permis de retrouver l’inﬂuence de la forme du trajet de chargement, des
parame`tres d’oscillation et de la vitesse du proce´de´.
Si les re´sultats obtenus pour les crite`res e´tudie´s semblent satisfaisants sur les exemples
traite´s, il n’en reste pas moins que les de´veloppements re´alise´s au sujet de la striction
localise´e et du plissement ne tiennent pas compte de l’inﬂuence du frottement. Or, il a
e´te´ observe´ nume´riquement que l’algorithme de projection dynamique utilise´ pour le con-
tact inﬂuenc¸ait les crite`res de de´faut en cre´ant des oscillations nume´riques. Pour pouvoir
prendre en compte le frottement, il faudrait donc, dans un premier temps, ame´liorer l’al-
gorithme de contact puis, dans un second temps, analyser un e´quilibre faisant intervenir
la mode´lisation du frottement.
Les industriels tendant a` utiliser des pie`ces de plus en plus minces, il serait e´galement
inte´ressant de coupler l’analyse a` des mode`les de comportement avec eﬀet d’e´chelle.
Ces lois de comportement me´soscopiques n’augmentent alors que peu la dimension du
proble`me a` traiter.
Lors de simulations nume´riques re´alise´es au LMARC, l’algorithme de re´solution e´tant
dynamique explicite, les imperfections initiales qui existent sur la pie`ce re´elle apparaissent
naturellement. Ainsi, dans les travaux re´alise´s jusqu’a` aujourd’hui au LMARC, aucun
ne porte sur l’inﬂuence de l’imperfection sur l’apparition de de´faut et sur l’e´quilibre
post-de´faut. Une e´tude qualitative de l’imperfection nume´rique ge´ne´re´e par l’algorithme
permettrait de mieux comprendre l’apparition de de´fauts lors des simulations re´alise´es et
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de pouvoir comparer la forme obtenue avec la forme re´elle.
Enﬁn, l’utilisation des crite`res de´ﬁnis dans ce me´moire autorise la de´ﬁnition de zones a`
risque. Le couplage de ces crite`res avec un algorithme de remaillage permettrait d’obtenir
une meilleure pre´cision quant a` la forme ﬁnale de la pie`ce.
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Annexe A
Obtention du crite`re de Conside`re
Notation 73 Soient F la force de traction , σ la contrainte de traction et soient L la
longueur, S la section et V = LS le volume utile de l’e´prouvette de traction.
La force F passe par un extre´mum lorsque :
dF = 0 (A.1)
D’apre`s les notations, on a
F = σS (A.2)
On obtient alors
dF = dσS + σdS (A.3)
Ou encore
dF
F
=
dσ
σ +
dS
S
(A.4)
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D’apre`s la de´ﬁnition du volume utile, sa diﬀe´rentiation donne
dS
S
=
dV
V
− dL
L
(A.5)
Le mate´riau e´tant suppose´ incompressible, l’e´quation A.5 reporte´e dans A.4 fournit :
dF
F
=
dσ
σ −
dL
L
(A.6)
La force passant par un maximum, on utilise alors l’e´quation A.1 et l’on obtient :
dσ
σ − dε = 0 (A.7)
soit encore
dσ
dε − σ = 0 (A.8)
Cette dernie`re e´quation est appelle´e crite`re de force maximum ou crite`re de
Conside`re.
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Annexe B
Recherche d’instabilite´ dans le cadre
du crite`re de charge Hill93
B.1 De´termination de la loi de comportement : ex-
pression du multiplicateur plastique
La contrainte e´quivalente est de´ﬁnie de manie`re implicite :
σ2 = σ21 + α290σ22 + α90

(p+ q − c)− αb
pσ1 + qσ2
σ

σ1σ2 (B.1)
La loi de comportement est de la forme :
Dp =
·ε
p
=
·
λ ∂f∂σ (B.2)
avec
f = σ − σ0
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Ainsi, le tenseur des taux de de´formations est relie´ au tenseur des contraintes par la loi
de comportement suivante :
Dp =
·
λ ∂σ∂σ (B.3)
On exprime dans un premier temps les de´rive´es ∂σ∂σi . Pour cela, on utilise le the´ore`me de
de´rivation des fonctions implicites. On note F (σ, σi) la fonction de´ﬁnie par
F (σ, σi) = σ2 − σ21 − α290σ22 − α90

(p+ q − c)− αb
pσ1 + qσ2
σ

σ1σ2 (B.4)
On a alors F (σ, σi) = 0. Les de´rive´es de la contrainte e´quivalente par rapport aux com-
posantes du tenseur des contraintes s’obtiennent par la relation :
∂σ
∂σi
= −
∂F
∂σi
∂F
∂σ
(B.5)
On calcule alors les de´rive´es de la fonction F :
∂F
∂σ1
= −2σ1 − α90

(p+ q − c)− αb
2pσ1 + qσ2
σ

σ2 (B.6a)
∂F
∂σ2
= −2α290σ2 − α90

(p+ q − c)− αb
pσ1 + 2qσ2
σ

σ1 (B.6b)
∂F
∂σ = 2σ − α90αb
pσ1 + qσ2
σ2 σ1σ2 (B.6c)
L’e´quation B.3, associe´e aux e´quations B.5 et aux de´rive´es B.6 permet d’e´crire la loi de
comportement sous la forme :
Dp1 = −
·
λ
−2σ1 − α90
k
(p+ q − c)− αb 2pσ1+qσ2σ
l
σ2
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.7)
Dp2 = −
·
λ
−2α290σ2 − α90
k
(p+ q − c)− αb pσ1+2qσ2σ
l
σ1
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.8)
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On utilise alors la relation :
σ
·
ε
p
= σiDpi (B.9)
d’ou`
σ
·
ε
p
= −
·
λ
−2σ21 − 2α290σ22 − α90
k
2 (p+ q − c)− αb 3pσ1+3qσ2σ
l
σ1σ2
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.10)
⇒ σ
·
ε
p
= −
·
λ −2σ
2 + α90αb pσ1+qσ2σ σ1σ2
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.11)
σ
·
ε
p
=
·
λ σ
#
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
$
(B.12)
σ
·
ε
p
=
·
λ σ (B.13)
·
λ =
·
ε
p
(B.14)
Les e´quations de comportement reliant les de´formations principales aux contraintes prin-
cipales sont alors exprime´es par :
Dp1 = −
·
ε
p −2σ1 − α90
k
(p + q − c)− αb 2pσ1+qσ2σ
l
σ2
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.15)
Dp2 = −
·
ε
p −2α290σ2 − α90
k
(p+ q − c)− αb pσ1+2qσ2σ
l
σ1
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.16)
Remarque 74 Dans le cas isotrope, on retrouve bien :
Dp1 =
·
ε
p 2σ1 − σ2
2σ (B.17a)
Dp2 =
·
ε
p 2σ2 − σ1
2σ (B.17b)
Pour pouvoir re´aliser l’analyse line´aire de stabilite´, on doit se placer dans le repe`re
mate´riel pour les contraintes et les vitesses de de´formations et non pas dans les repe`res
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principaux. Les vitesses de de´formations et contraintes principales sont exprime´es en
fonction des coordonne´es mate´rielles par :
D1 =
1
2

D11 +D22 +
t
(D11 −D22)2 + 4D212

(B.18a)
D2 =
1
2

D11 +D22 −
t
(D11 −D22)2 + 4D212

(B.18b)
σ1 =
1
2

σ11 + σ22 +
t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212

(B.18c)
σ2 =
1
2

σ11 + σ22 −
t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212

(B.18d)
On cherche alors a` exprimer la relation entre la composante D12 du tenseur des vitesses
de de´formations et les composantes du tenseur des contraintes. On a :
Dp12 =
·
ε
p ∂σ
∂σ12
(B.19)
Soit encore :
Dp12 =
·
ε
p
 ∂σ
∂σ1
∂σ1
∂σ12
+
∂σ
∂σ2
∂σ2
∂σ12

Dp12 = −
·
ε
p
∂F
∂σ
 ∂F
∂σ1
∂σ1
∂σ12
+
∂F
∂σ2
∂σ2
∂σ12

Dp12 =

D01
∂σ1
∂σ12
+D02
∂σ2
∂σ12

(B.20)
Or on montre aise´ment avec B.18 que :
∂σ1
∂σ12
=
2σ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(B.21)
∂σ2
∂σ12
=
−2σ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(B.22)
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On en de´duit alors avec B.20 et B.18 :
D12 = (D1 −D2)
2σ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(B.23)
D12 =
t
(D11 −D22)2 + 4D212
2σ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(B.24)
B.2 Recherche d’instabilite´ : perturbation et line´arisation
de l’e´quilibre
Les e´quations a` perturber sont les e´quations classiques de la me´canique :
σ = k (ε0 + εp)n
·
ε
m
(B.25a)
div

hσ

= 0 (B.25b)
Dij,kl +Dkl,ij = Dik,jl +Djl,ik (B.25c)
D11 +D22 +D33 = 0 (B.25d)
et les e´quations lie´es a` la loi de comportement de Hill93 exprime´es dans les repe`res
principaux des contraintes et vitesses de de´formation :
Dp1 = −
·
ε
p −2σ1 − α90
k
(p+ q − c)− αb 2pσ1+qσ2σ
l
σ2
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.26a)
Dp2 = −
·
ε
p −2α290σ2 − α90
k
(p + q − c)− αb pσ1+2qσ2σ
l
σ1
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.26b)
σ2 = σ21 + α290σ22 + α90

(p+ q − c)− αb
pσ1 + qσ2
σ

σ1σ2 (B.26c)
On ajoute a` ces e´quations, l’e´quation B.24 :
D212 =
4 (D11 −D22)2
(σ11 − σ22)2 − 12σ212
σ212 (B.27)
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On rappelle que la fonction de perturbation est de la forme :
f (−→x , t) = eηteiξ−→x .−→n (B.28)
avec −→n =

 n1
n2



 cosψ
sinψ

.
B.2.1 Perturbation
Perturbation des e´quations de comportement
On remarque que d’apre`s les relations B.18, on obtient :
δD1 = ∆11δD11 +∆12δD22 +∆13δD12 (B.29a)
δD2 = ∆21δD11 +∆22δD22 +∆23δD12 (B.29b)
δσ1 = κ11δσ11 + κ12δσ22 + κ13δσ12 (B.29c)
δσ2 = κ21δσ11 + κ22δσ22 + κ23δσ12 (B.29d)
avec :
— ∆11 =
D1 −D22
2D1 −D11 −D22
, ∆12 =
D1 −D11
2D1 −D11 −D22
, ∆13 =
4D12
2D1 −D11 −D22
— ∆21 =
D2 −D22
2D2 −D11 −D22
, ∆22 =
D2 −D11
2D2 −D11 −D22
, ∆23 =
4D12
2D2 −D11 −D22
— κ11 = σ1 − σ22
2σ1 − σ11 − σ22
, κ12 = σ1 − σ11
2σ1 − σ11 − σ22
, κ13 = 4σ12
2σ1 − σ11 − σ22
— κ21 = σ2 − σ22
2σ2 − σ11 − σ22
, κ22 = σ2 − σ11
2σ2 − σ11 − σ22
, κ23 = 4σ12
2σ2 − σ11 − σ22
Les coeﬃcients ∆ij et κij se re´e´crivent :
— ∆11 =
1
2
D11 −D22 +
t
(D11 −D22)2 + 4D212t
(D11 −D22)2 + 4D212
,
— ∆12 =
1
2
−D11 +D22 +
t
(D11 −D22)2 + 4D212t
(D11 −D22)2 + 4D212
,
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— ∆13 =
2D12t
(D11 −D22)2 + 4D212
— ∆21 = −
1
2
D11 −D22 −
t
(D11 −D22)2 + 4D212t
(D11 −D22)2 + 4D212
,
— ∆22 = −
1
2
−D11 +D22 −
t
(D11 −D22)2 + 4D212t
(D11 −D22)2 + 4D212
,
— ∆23 = −
2D12t
(D11 −D22)2 + 4D212
— κ11 = 1
2
σ11 − σ22 +
t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
,
— κ12 = 1
2
−σ11 + σ22 +
t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
,
— κ13 = 2σ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
— κ21 = −1
2
σ11 − σ22 −
t
( σ11 − σ22)2 + 4 σ212t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212
,
— κ22 = −1
2
−σ11 + σ22 −
t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212
,
— κ23 = − 2 σ12t
( σ11 − σ22)2 + 4 σ212
Remarque 75 On constate que :
∆11 = ∆22
∆12 = ∆21
∆13 = −∆23
κ11 = κ22
κ12 = κ21
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κ13 = −κ23
On conside`re de´sormais la perturbation du taux de de´formation Dp1 :
Dp1 = −
·
ε
p −2σ1 − α90

(p+ q − c)− αb 2pσ1+qσ2σ

σ2
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
⇒ Dp1

2σ3 − α90αbpσ21σ2 − α90αbqσ1σ22

+
·
ε
p
σ [−2σ1σ − α90 (p + q − c) σσ2 + α90αbσ2 (2pσ1 + qσ2)] = 0 (B.30)
En ne´gligeant les perturbations du second ordre, on perturbe les grandeurs suivantes :
σ3 =

σ0 + δ0σf (−→x , t)
3
= σ03 + 3σ02δ0σf (−→x , t)
σ21σ2 = σ0
2
1 σ02 + 2σ01σ02δ0σ1f (−→x , t) + σ0
2
1 δ0σ2f (−→x , t)
σ1σ22 = σ01σ0
2
2 + σ0
2
2 δ0σ1f (−→x , t) + 2σ01σ02δ0σ2f (−→x , t)
·
ε
p
σ =
·
ε
0
σ0 + σ0δ0
·
ε f (−→x , t)+
·
ε
0
δ0σf (−→x , t)
σ1σ = σ01σ0 + σ0δ0σ1f (−→x , t) + σ01δ0σf (−→x , t)
σ2σ = σ02σ0 + σ0δ0σ2f (−→x , t) + σ02δ0σf (−→x , t)
σ1σ2 = σ01σ02 + σ02δ0σ1f (−→x , t) + σ01δ0σ2f (−→x , t)
σ22 = σ0
2
2 + 2σ02δ0σ2f (−→x , t)
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On obtient alors aise´ment les perturbations des produits suivants :
Dp1σ3 = D01σ0
3
+ 3D01σ0
2δ0σf (−→x , t) + σ03δ0D1f (−→x , t)
Dp1σ21σ2 = D01σ0
2
1 σ02 + 2D01σ01σ02δ0σ1f (−→x , t) +D01σ0
2
1 δ0σ2f (−→x , t) + σ0
2
1 σ02δ0D1f (−→x , t)
Dp1σ1σ22 = D01σ01σ0
2
2 +D
0
1σ0
2
2 δ0σ1f (−→x , t) + 2D01σ01σ02δ0σ2f (−→x , t) + σ01σ0
2
2 δ0D1f (−→x , t)
·
ε
p
σ2σ1 =
·
ε
0
σ02σ01+
·
ε
0
σ02δ0σ1f (−→x , t) + 2
·
ε
0
σ0σ01δ0σf (−→x , t) + σ0
2σ01δ0
·
ε f (−→x , t)
·
ε
p
σ2σ2 =
·
ε
0
σ02σ02+
·
ε
0
σ02δ0σ2f (−→x , t) + 2
·
ε
0
σ0σ02δ0σf (−→x , t) + σ0
2σ02δ0
·
ε f (−→x , t)
·
ε
p
σσ1σ2 =
·
ε
0
σ0σ01σ02 +

·
ε
0
σ02σ0δ0σ1+
·
ε
0
σ01σ0δ0σ2+
·
ε
0
σ01σ02δ0σ + σ0σ01σ02δ0
·
ε

f (−→x , t)
·
ε
p
σσ22 =
·
ε
0
σ0σ022 + 2
·
ε
0
σ0σ02δ0σ2f (−→x , t)+
·
ε
0
σ022 δ0σf (−→x , t) + σ0σ0
2
2 δ0
·
ε f (−→x , t)
On reporte ces produits dans l’e´quation (B.30) et on simpliﬁe cette e´quation en con-
side´rant que les grandeurs homoge`nes doivent ve´riﬁer (B.30). On obtient alors :
6D01σ0
2δ0σ + 2σ03δ0D1
− α90αbp

2D01σ01σ02δ0σ1 +D01σ0
2
1 δ0σ2 + σ0
2
1 σ02δ0D1

− α90αbq

D01σ0
2
2 δ0σ1 + 2D01σ01σ02δ0σ2 + σ01σ0
2
2 δ0D1

− 2

·
ε
0
σ02δ0σ1 + 2
·
ε
0
σ0σ01δ0σ + σ0
2σ01δ0
·
ε

− α90 (p+ q − c)

·
ε
0
σ02δ0σ2 + 2
·
ε
0
σ0σ02δ0σ + σ0
2σ02δ0
·
ε

+ 2α90αbp

·
ε
0
σ02σ0δ0σ1+
·
ε
0
σ01σ0δ0σ2+
·
ε
0
σ01σ02δ0σ + σ0σ01σ02δ0
·
ε

+ α90αbq

2
·
ε
0
σ0σ02δ0σ2+
·
ε
0
σ022 δ0σ + σ0σ0
2
2 δ0
·
ε

= 0
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On regroupe les termes :

−α90αbD01σ02

2pσ01 + qσ02

− 2
·
ε
0
σ02 + 2α90αbp
·
ε
0
σ02σ0

δ0σ1
− α90

αbD01σ01

pσ01 + 2qσ02

+
·
ε
0
σ0

(p+ q − c) σ0 − 2αb

pσ01 + qσ02

δ0σ2
+ 2

3D01σ0
2 − 2
·
ε
0
σ0σ01 − α90
·
ε
0
σ02

(p+ q − c) σ0 − αb

pσ01 +
qσ02
2

δ0σ
+
k
2σ03 − α90αbσ01σ02

pσ01 + qσ02
l
δ0D1
+ σ0

−2σ0σ01 − α90σ02

(p+ q − c) σ0 − αb

2pσ01 + qσ02

δ0
·
ε= 0 (B.31)
ou encore

−α90αbD01σ02 (2pσ01 + qσ02)− 2
·
ε
0
σ02 + 2α90αbp
·
ε
0
σ02σ0


2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
 δ0σ1
− α90

αbD01σ01 (pσ01 + 2qσ02)+
·
ε
0
σ0 ((p+ q − c) σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))


2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
 δ0σ2
+ 2σ0

3D01σ0−
·
ε
0 
2σ01 + α90σ02

(p+ q − c)− αb
2
2pσ01+qσ02
σ0

2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
δ0σ
+ δ0D1 −
D01
·
ε
0 δ0
·
ε= 0 (B.32)
On re´e´crit cette e´quation sous la forme :
a11δ0σ1 + a12δ0σ2 + a13δ0σ + a14δ0D1 + a15δ0
·
ε= 0 (B.33)
avec :
— a11 =

−α90αbD01σ02 (2pσ01 + qσ02)− 2
·
ε
0
σ02 + 2α90αbp
·
ε
0
σ02σ0


2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)

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— a12 = −α90

αbD01σ01 (pσ01 + 2qσ02)+
·
ε
0
σ0 ((p+ q − c)σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))


2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)

— a13 = 2σ0

3D01σ0−
·
ε
0 
2σ01 + α90σ02

(p+ q − c)− αb
2
2pσ0
1
+qσ0
2
σ0

2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
— a14 = 1
— a15 = −
D01
·
ε
0
La deuxie`me composante du tenseur des taux de de´formation Dp2 est donne´e par :
Dp2 = −
·
ε
p −2α290σ2 − α90
k
(p+ q − c)− αb pσ1+2qσ2σ
l
σ1
2σ − α90αb pσ1+qσ2σ2 σ1σ2
(B.34)
⇒ Dp2

2σ3 − α90αbpσ21σ2 − α90αbqσ1σ22

+
·
ε
p
σ

−2α290σ2σ − α90 (p+ q − c)σσ1 + α90αbσ1 (pσ1 + 2qσ2)

= 0 (B.35)
La perturbation de la premie`re partie de cette e´quation est identique a` celle de
l’e´quation B.30. Le seul produit de grandeurs me´caniques qui ne soit pas de´ja` perturbe´
est le produit
·
ε
p
σσ21 :
·
ε
p
σσ21 =
·
ε
0
σ0σ021 + 2
·
ε
0
σ0σ01δ0σ1f (−→x , t)+
·
ε
0
σ021 δ0σf (−→x , t) + σ0σ0
2
1 δ0
·
ε f (−→x , t)
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La perturbation de l’e´quation B.35 est alors donne´e par :
6D02σ0
2δ0σ + 2σ03δ0D2
− α90αbp

2D02σ01σ02δ0σ1 +D02σ0
2
1 δ0σ2 + σ0
2
1 σ02δ0D2

− α90αbq

D02σ0
2
2 δ0σ1 + 2D02σ01σ02δ0σ2 + σ01σ0
2
2 δ0D2

− 2α290

·
ε
0
σ02δ0σ2 + 2
·
ε
0
σ0σ02δ0σ + σ0
2σ02δ0
·
ε

− α90 (p+ q − c)

·
ε
0
σ02δ0σ1 + 2
·
ε
0
σ0σ01δ0σ + σ0
2σ01δ0
·
ε

+ α90αbp

2
·
ε
0
σ0σ01δ0σ1+
·
ε
0
σ021 δ0σ + σ0σ0
2
1 δ0
·
ε

+ 2α90αbq

·
ε
0
σ02σ0δ0σ1+
·
ε
0
σ01σ0δ0σ2+
·
ε
0
σ01σ02δ0σ + σ0σ01σ02δ0
·
ε

= 0 (B.36)
soit encore :
− α90
αbD02σ02 (2pσ01 + qσ02)+
·
ε
0
σ0 ((p+ q − c) σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
δ0σ1
− α90
αbD02σ01 (pσ01 + 2qσ02) + 2α90
·
ε
0
σ02 − 2αbq
·
ε
0
σ01σ0
2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
δ0σ2
+ 2
3D02σ0
2 − 2α290
·
ε
0
σ0σ02 − α90
·
ε
0
σ01

(p+ q − c) σ0 − αb
2
(pσ01 + 2qσ02)

2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
δ0σ
+ δ0D2 −
D2
·
ε
p δ0
·
ε= 0 (B.37)
On re´e´crit cette e´quation sous la forme :
a21δ0σ1 + a22δ0σ2 + a23δ0σ + a24δ0D2 + a25δ0
·
ε= 0 (B.38)
avec :
— a21 = −α90
αbD02σ02 (2pσ01 + qσ02)+
·
ε
0
σ0 ((p + q − c) σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
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— a22 = −α90
αbD02σ01 (pσ01 + 2qσ02) + 2α90
·
ε
0
σ02 − 2αbq
·
ε
0
σ01σ0
2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
— a23 = 2
3D02σ0
2 − α90
·
ε
0 
2α90σ0σ02 + σ01

(p+ q − c)σ0 − αb
2
(pσ01 + 2qσ02)

2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
— a24 = 1
— a25 = −
D2
·
ε
p
Les e´quations de comportement s’e´crivent donc :
a11δ0σ1 + a12δ0σ2 + a13δ0σ + a14δ0D1 + a15δ0
·
ε = 0 (B.39)
a21δ0σ1 + a22δ0σ2 + a23δ0σ + a24δ0D2 + a25δ0
·
ε = 0 (B.40)
En utilisant ces e´quations et B.29, on a :
(a11κ11 + a12κ21) δ0σ11 + (a11κ12 + a12κ22) δ0σ22 + (a11κ13 + a12κ23) δ0σ12 + a13δ0σ +
a14∆11δD11 + a14∆12δD22 + a14∆13δD12 + a15δ0
·
ε= 0 (B.41)
et
(a21κ11 + a22κ21) δ0σ11 + (a21κ12 + a22κ22) δ0σ22 + (a21κ13 + a22κ23) δ0σ12 + a23δ0σ +
a24∆21δD11 + a24∆22δD22 + a24∆23δD12 + a25δ0
·
ε= 0 (B.42)
En ne´gligeant les perturbations du second ordre, l’e´quation B.24 se perturbe de la
manie`re suivante :
δD12 = 2
(δD1 − δD2) σ12 + (D1 −D2) δσ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
− D12 ((σ11 − σ22) (δσ11 − δσ22) + 4σ12δσ12)
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(B.43)
205
B.2. Recherche d’instabilite´ : perturbation et line´arisation de l’e´quilibre
Soit encore avec B.29 :
t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212 − 2σ12 (∆13 −∆23)t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
δD12−2σ12
(∆11 −∆21) δD11 + (∆12 −∆22) δD22t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
+
D12
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(σ11 − σ22) (δσ11 − δσ22)
− 2
t
(D11 −D22)2 + 4D212
t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212 − 2D12σ12
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
δσ12 = 0 (B.44)
Cela peut se re´e´crire :

1− 2 2σ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
2D12t
(D11 −D22)2 + 4D212

 δD12
+
2σ12t
( σ11 − σ22)2 + 4 σ212
(D11 −D22) (δD11 − δD22)
+
D12
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(σ11 − σ22) (δσ11 − δσ22)
− 2
t
(D11 −D22)2 + 4D212
t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212 − 2D12σ12
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
δσ12 = 0 (B.45)
Pour la suite, on re´e´crit B.45 sous la forme :
λ1δσ11 − λ1δσ22 + λ2δσ12 + λ3δD11 − λ3δD22 + λ4δD12 = 0 (B.46)
avec
λ1 =
D12
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(σ11 − σ22)
λ2 = −2
t
(D11 −D22)2 + 4D212
t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212 − 2D12σ12
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
λ3 =
2σ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(D11 −D22)
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λ4 = 1− 2
2σ12t
( σ11 − σ22)2 + 4 σ212
2D12t
(D11 −D22)2 + 4D212
Perturbation de la contrainte e´quivalente
Pour ﬁnir, il reste a` perturber l’e´quation de de´ﬁnition de la contrainte e´quivalente :
σ2 = σ21 + α290σ22 + α90

(p+ q − c)− αb
pσ1 + qσ2
σ

σ1σ2 (B.47)
La perturbation de cette e´quation est donne´e par :
σ03 + 3σ02δ0σf (−→x , t) = σ021 σ0 + 2σ0σ01δ0σ1f (−→x , t) + σ0
2
1 δ0σf (−→x , t)
+ α290

σ022 σ0 + 2σ0σ02δ0σ2f (−→x , t) + σ0
2
2 δ0σf (−→x , t)

+ α90 (p+ q − c)

σ01σ02σ0 + σ0σ02δ0σ1f (−→x , t) + σ0σ01δ0σ2f (−→x , t) + σ01σ02δ0σf (−→x , t)

− α90αbp

σ021 σ02 + 2σ01σ02δ0σ1f (−→x , t) + σ0
2
1 δ0σ2f (−→x , t)

− α90αbq

σ01σ0
2
2 + σ0
2
2 δ0σ1f (−→x , t) + 2σ01σ02δ0σ2f (−→x , t)

(B.48)
Soit :
k
2σ0σ01 + α90 (p + q − c) σ0σ02 − 2α90αbpσ01σ02 − α90αbqσ0
2
2
l
δ0σ1
+
k
2α290σ0σ02 + α90 (p+ q − c)σ0σ01 − α90αbpσ0
2
1 − 2α90αbqσ01σ02
l
δ0σ2
+
k
−3σ02 + σ021 + α290σ0
2
2 + α90 (p+ q − c)σ01σ02
l
δ0σ = 0 (B.49)
On ve´riﬁe que cette e´quation se simpliﬁe en utilisant les relations B.30, B.35 :
D01δ0σ1 +D02δ0σ2−
·
ε
0
δ0σ = 0 (B.50)
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En utilisant B.29, on a alors :

D01κ11 +D02κ21

δσ11 +

D01κ12 +D02κ22

δσ22 +

D01κ13 +D02κ23

δσ12−
·
ε
0
δ0σ = 0
(B.51)
Rappels des e´quations perturbe´es
On rappelle dans cette partie les perturbations des e´quations restant inchange´es par
rapport a` l’analyse de striction localise´e dans le cas d’une loi de Hill48.
Loi d’e´crouissage
σ = k (ε0 + εp)n
·
ε
m
(B.52)
La perturbation de cette e´quation entraˆıne :
−ηδ0σ + (ηβ1 + β2) δ0
·
ε= 0 (B.53)
avec β1 =
mσ0
·
ε
0 et β2 =
nσ0
ε0 + εp
Equilibre me´canique
div (hσ) = 0 (B.54)
La perturbation de ces e´quations entraˆıne :
ηn1δ0σ1 + σ1n1δ0D3 = 0 (B.55a)
ηn2δ0σ2 + σ2n2δ0D3 = 0 (B.55b)
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Incompressibilite´
D1 +D2 +D3 = 0 (B.56)
La perturbation de cette e´quation entraˆıne :
δ0D1 + δ0D2 + δ0D3 = 0 (B.57)
Compatibilite´
D11,22 +D22,11 = 2D12,12 (B.58)
La perturbation de cette e´quation entraˆıne :
cos2 ψ δ0D11 + sin2 ψ δ0D22 − 2 sinψ cosψ δ0D12 = 0 (B.59)
E´criture du syste`me perturbe´ line´arise´
Les inconnues sont au nombre de 9. Soit δ0U le vecteur repre´sentant les grandeurs
me´caniques perturbe´es :
δ0UT =

δ0σ11 δ0σ22 δ0σ12 δ0σ δ0D11 δ0D22 δ0D33 δ0D12 δ0
·
ε

(B.60)
Le syste`me des e´quations (B.53, B.55, B.41, B.42, B.46, B.50, B.57, B.59), repre´sentant
l’e´quilibre me´canique locale perturbe´ et line´arise´, peut s’exprimer sous forme matricielle :
Mδ0U = −→0 (B.61)
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avec
M =


0 0 0 −η 0 0 0 0 (ηβ1 + β2)
ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 σ01jnj 0
0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 σ02jnj 0
µ11 µ12 µ13 a13 ∆11 ∆12 ∆13 0 a15
µ21 µ22 µ23 a23 ∆21 ∆22 ∆23 0 a25
λ1 −λ1 λ2 0 λ3 −λ3 λ4 0 0
ν1 ν2 ν3 −
·
ε
0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 sin2 ψ cos2 ψ −2 cosψ sinψ 0 0


(B.62)
avec
— µ11 = a11κ11 + a12κ21
— µ12 = a11κ12 + a12κ22
— µ13 = a11κ13 + a12κ23
— µ21 = a21κ11 + a22κ21
— µ22 = a21κ12 + a22κ22
— µ23 = a21κ13 + a22κ23
— ν1 = D01κ11 +D02κ21
— ν2 = D01κ12 +D02κ22
— ν3 = D01κ13 +D02κ23
Les coeﬃcients aij, κij , ∆ij , λi et βi valent :
— a11 =

−α90αbD01σ02 (2pσ01 + qσ02)− 2
·
ε
0
σ02 + 2α90αbp
·
ε
0
σ02σ0


2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)

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— a12 = −α90

αbD01σ01 (pσ01 + 2qσ02)+
·
ε
0
σ0 ((p+ q − c)σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))


2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)

— a13 = 2σ0

3D01σ0−
·
ε
0 
2σ01 + α90σ02

(p+ q − c)− αb
2
2pσ0
1
+qσ0
2
σ0

2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
— a15 = −
D01
·
ε
0
— a21 = −α90
αbD02σ02 (2pσ01 + qσ02)+
·
ε
0
σ0 ((p + q − c) σ0 − 2αb (pσ01 + qσ02))
2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
— a22 = −α90
αbD02σ01 (pσ01 + 2qσ02) + 2α90
·
ε
0
σ02 − 2αbq
·
ε
0
σ01σ0
2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
— a23 = 2
3D02σ0
2 − α90
·
ε
0 
2α90σ0σ02 + σ01

(p+ q − c)σ0 − αb
2
(pσ01 + 2qσ02)

2σ03 − α90αbσ01σ02 (pσ01 + qσ02)
— a25 = −
D2
·
ε
p
— ∆11 =
1
2
D11 −D22 +
t
(D11 −D22)2 + 4D212t
(D11 −D22)2 + 4D212
— ∆12 =
1
2
−D11 +D22 +
t
(D11 −D22)2 + 4D212t
(D11 −D22)2 + 4D212
— ∆13 =
2D12t
(D11 −D22)2 + 4D212
— ∆21 = −
1
2
D11 −D22 −
t
(D11 −D22)2 + 4D212t
(D11 −D22)2 + 4D212
— ∆22 = −
1
2
−D11 +D22 −
t
(D11 −D22)2 + 4D212t
(D11 −D22)2 + 4D212
— ∆23 = −
2D12t
(D11 −D22)2 + 4D212
— κ11 = 1
2
σ11 − σ22 +
t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
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— κ12 = 1
2
−σ11 + σ22 +
t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
— κ13 = 2σ12t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
— κ21 = −1
2
σ11 − σ22 −
t
( σ11 − σ22)2 + 4 σ212t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212
— κ22 = −1
2
−σ11 + σ22 −
t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212
— κ23 = − 2 σ12t
( σ11 − σ22)2 + 4 σ212
— λ1 =
D12
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
(σ11 − σ22)
— λ2 = −2
t
(D11 −D22)2 + 4D212
t
(σ11 − σ22)2 + 4σ212 − 2D12σ12
(σ11 − σ22)2 + 4σ212
— λ3 =
2 σ12t
( σ11 − σ22)2 + 4σ212
(D11 −D22)
— λ4 = 1− 2
2σ12t
( σ11 − σ22)2 + 4 σ212
2D12t
(D11 −D22)2 + 4D212
— β1 =
mσ0
·
ε
0
— β2 =
nσ0
ε0 + εp
Hypothe`se 76 Pour la construction de courbes limites de formage, on suppose que l’e´tat
homoge`ne est tel que le repe`re mate´riel est confondu avec les repe`res principaux. Cela se
traduit par D11 = D1, D22 = D2, D12 = 0 ; σ11 = σ1, σ22 = σ2, σ12 = 0. La matrice M
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devient:
M =


0 0 0 −η 0 0 0 0 (ηβ1 + β2)
ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 σ011n1 0
0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 σ022n2 0
a11 a12 0 a13 1 0 0 0 a15
a21 a22 0 a23 0 1 0 0 a25
0 0 λ2 0 0 0 1 0 0
D011 D
0
22 0 −
·
ε
0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 sin2 ψ cos2 ψ −2 cosψ sinψ 0 0


(B.63)
On peut montrer que le de´terminant de la matrice M peut se mettre sous la forme
d’un polynoˆme du second ordre :
det (M) = η

aη2 + bη + c

(B.64)
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B.2.2 Application au cas isotrope
On se place sous les conditions de l’hypothe`se 76. On impose m = 0. De plus, dans le
cas ou` α90 = α0 = 1 et r90 = r0 = 1 alors on a p = q = 0 et c = 1, la matrice M devient :
M =


0 0 0 −η 0 0 0 0 β2
ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 σ011n1 0
0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 σ022n2 0
−
·
ε
0
σ
·
ε
0
2σ 0 a13 1 0 0 0 −
D01
·
ε
0
·
ε
0
2σ −
·
ε
0
σ0 0 a23 0 1 0 0 −
D2
·
ε
p
0 0 −2(D11 −D22)
(σ11 − σ22)
0 0 0 1 0 0
D011 D
0
22 0 −
·
ε
0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 sin2 ψ cos2 ψ −2 cosψ sinψ 0 0


(B.65)
— avec β2 =
nσ0
ε0 + εp
, a13 =
3D011σ−
·
ε
0
(2σ011 − σ022)
σ2 , a23 =
3D022σ0−
·
ε
0
(2σ022 − σ011)
σ02
On rappelle que dans le cas isotrope, on a :
Dp1 =
·
ε
p 2σ1 − σ2
2σ (B.66a)
Dp2 =
·
ε
p 2σ2 − σ1
2σ (B.66b)
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La matrice M devient alors :
M =


0 0 0 −η 0 0 0 0 β2
ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 σ011n1 0
0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 σ022n2 0
−
·
ε
·
ε
2
0 D011 1 0 0 0 −σ¯
D01
·
ε
0
·
ε
2
−
·
ε 0 D22 0 1 0 0 −σ¯
D2
·
ε
p
0 0 −3
·
ε
σ 0 0 0 1 0 0
D011 D
0
22 0 −
·
ε
0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 sin2 ψ cos2 ψ −2 cosψ sinψ 0 0


(B.67)
La matrice ainsi obtenue est identique a` l’application au cas isotrope de l’analyse
line´aire de stabilite´.
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Annexe C
Recherche d’instabilite´ avec prise en
compte de l’endommagement
C.1 De´ﬁnition de l’e´quilibre :
Les e´quations d’e´quilibre dans le cas du comportement mate´riel mode´lise´ par une loi
de Hill48 avec prise en compte l’endommagement de Lemaˆıtre sont donne´es par :
Dp =
3
2
1
1− d
·
ε
σH : σ (C.1)
ou`H est le tenseur d’orthotropie de Hill. D’apre`s le principe d’e´quivalence en de´formations,
la contrainte e´quivalente se re´sume a` :
σ = 1
|1− d|
t
σ : H : σ (C.2)
Le mate´riau est suppose´ rigide-plastique. Les e´quation d’e´quilibre sont les suivantes :
σ = σy = k (ε0 + εp)n
·
ε
m
(C.3)
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div

hσ

= 0 (C.4)
rot(rot(D)) = 0 (C.5)
trace(D) = 0 (C.6)
Les variables lie´es a` l’endommagement sont de´ﬁnies par :
Y = − σ
2 (1− d)2E

2
3
(1 + ν) + 1− 2ν
3
#
trace

σ

σ
$2
 (C.7)
d =
] T
0
·
d dt (C.8)
·
d =

−Y
a0
s0
·
ε (C.9)
ou` a0 et s0 sont des parame`tres de comportement mate´riel a` identiﬁer expe´rimentalement.
Hypothe`se 77 On suppose que l’e´tat des contraintes est plan.
C.2 Perturbation de l’e´quilibre
Notation 78 Soit X une variable, on note δX la variable perturbe´e de´ﬁnie par :
δX = δ0Xf (−→x , t)
ou` δ0X est l’amplitude de la perturbation et f (−→x , t) est la fonction de perturbation telle
que f (x, t) = eηteiξ
−→x .−→n avec −→n =

 cosψ
sinψ


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La perturbation des e´quations pre´ce´dentes fournit les e´quations suivantes :
(Dp + δDp) (σ + δσ)− 3
2
1
1− (d+ δd)

·
ε +δ
·
ε

H :

σ + δσ

= 0
(C.10a)
(1− (d+ δd))2 (σ¯ + δσ¯)−

σ + δσ

: H :

σ + δσ

= 0
(C.10b)
(σ + δσ)− k (ε0 + (εp + δεp))n

·
ε +δ
·
ε
m
= 0
(C.10c)
div

(h+ δh)

σ + δσ

= 0
(C.10d)
(D + δD)11,22 + (D + δD)22,11 − 2 (D + δD)12,12 = 0
(C.10e)
trace(D + δD) = 0
(C.10f)
(Y + δY )− (σ + δσ)
2 (1− (d+ δd))2E

2 (1 + ν)
3
+
1− 2ν
3
#
trace

σ + δσ

(σ + δσ)
$2
 = 0
(C.10g)
d+ δd−
] T
0

·
d +δ
·
d

dt = 0
(C.10h)
·
d +δ
·
d −

−Y + δY
a0
s0 
·
ε +δ
·
ε

= 0 (C.10i)
L’e´quation C.10h devient :
δ0d eηteiξ−→x .−→n − δ0
·
d e
iξ−→x .−→n
] T
0

eηt

dt = 0 (C.11)
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Soit encore :
δ0d − δ0
·
d
eη(T−t) − e−ηt
η = 0 (C.12)
On observe ici la stabilite´ asymptotique de l’e´quilibre. On va donc regarder le com-
portement de la perturbation lorsque le temps tend a` l’inﬁni. Or, on a, pour T ﬁxe´,
eη(T−t) − e−ηt t−→+∞−→ 0. On en de´duit alors δ0d = 0. Le syste`me d’e´quations C.10 peut se
mettre sous la forme matricielle suivante :
Mδ0U = −→0 (C.13)
avec δ0U =

δ0σ11, δ0σ22, δ0σ12, δ0σ, δ0D11, δ0D22, δ0D12, δ0D33, δ0
·
ε, δ0Y, δ0d˙, δ0d
T
et
M =


D11
1− d
D22
1− d
2D12
1− d −
·
ε 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 η 0 0 0 0 β1η + β2 0 0 0
α11 α12 0 −D11 −σ¯ 0 0 0 γ11 0 0 0
α12 α22 0 −D22 0 −σ¯ 0 0 γ22 0 0 0
0 0 α33 −D12 0 0 −σ¯ 0 γ12 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 n22 n
2
1 −n1n2 0 0 0 0 0
ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 υ1 0 0 0 0
0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 υ2 0 0 0 0
ϑ1 ϑ1 0 ϑ2 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
Y
a0
·
ε
a0
1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1


(C.14)
ou`
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— n1 = cosψ
— n2 = sinψ
— β1 = n
σ¯
(ε0 + εp)
— β2 = m
σ¯
·
ε
— αij = Hij
·
ε
1− d
— γij = Dij
σ¯
·
ε
— υi = σijnj
— ϑ1 =
1− 2ν
3E (1− d)2
— ϑ2 =
2 (1 + ν)
3E (1− d)2
On recherche les solutions non-triviales de l’e´quation C.13, la matriceM doit ve´riﬁer :
det (M) = 0 (C.15)
On constate rapidement que :
det (M) = det (M1) (C.16)
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ou` M1 est de´ﬁnie par :
M1 =


D11
1− d
D22
1− d
2D12
1− d −
·
ε 0 0 0 0 0
0 0 0 η 0 0 0 0 β1η + β2
α11 α12 0 −D11 −σ¯ 0 0 0 γ11
α12 α22 0 −D22 0 −σ¯ 0 0 γ22
0 0 α33 −D12 0 0 −σ¯ 0 γ12
0 0 0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 0 n22 n
2
1 −n1n2 0 0
ηn1 0 ηn2 0 0 0 0 υ1 0
0 ηn2 ηn1 0 0 0 0 υ2 0


(C.17)
Cette matrice est la meˆme que la matrice obtenue dans le cas sans endommagement a` la
seule diﬀe´rence que la contrainte doit eˆtre remplace´e par la contrainte eﬀective.
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Obtention d’un crite`re de plissement
par analyse de stabilite´ du ﬂux de
matie`re
Dans les pre´ce´dents travaux concernant la recherche de striction localise´e, il est re-
marque´ que, parfois, lors de simulations, le crite`re de de´tection de ce de´faut semble
sensible a` l’apparition de plis [Boudeau 95]. On est en droit de se demander naturelle-
ment si le plissement peut eˆtre assimile´ a` une instabilite´ du ﬂux de matie`re. Mais comme
cela a e´te´ pre´cise´ jusqu’a` maintenant, le plissement semble plus duˆ a` une bifurcation de
l’e´quilibre me´canique qu’a` une instabilite´. En eﬀet, le point d’instabilite´ apparaˆıt apre`s
l’e´tat de bifurcation. De plus, l’analyse en striction de par la forme de la perturbation
ne peut donner d’indication sur l’inﬂuence de la forme de la structure ou sur le mode de
ﬂambement privile´gie´.
Toutefois, il semble que la technique de perturbation n’est pas inadapte´e a` la recherche
de plis. En eﬀet, conside´rons un e´le´ment en e´quilibre, on peut observer si sous une pertur-
bation quelconque, notre e´le´ment va eˆtre sujet a` l’apparition de plis ou` non. On obtient
alors non plus une analyse de´crivant l’e´tat actuel mais une analyse de pre´diction. Le
but poursuivi, par l’utilisation d’une telle me´thode, est d’obtenir une me´thode simple et
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eﬃcace. L’objectif de cette partie est de de´river un crite`re de plissement pour un e´le´ment
plaque aﬁn de ve´riﬁer la cohe´rence de l’approche propose´e. Ainsi une nouvelle voie sera
ouverte en vue de travaux ulte´rieurs.
D.1 De´ﬁnition de l’e´quilibre me´canique
On travaille sous l’hypothe`se suivante :
Hypothe`se 79 On suppose que l’e´le´ment conside´re´ subit un e´tat de contraintes planes.
On reprend les notations de la partie 3.5.2, a` savoir :
Notation 80 Soient ui les de´placements d’un point se situant sur le plan moyen de la
plaque (x3 = 0) et φα les composantes du vecteur rotation.
On travaille sur une plaque soumise a` des contraintes biaxiales dans le plan plus une
pression normale au plan moyen de la plaque. Le tenseur des taux de de´formations ε˙ est
de´compose´ en taux de de´formations de membrane ε˙m et taux de de´formations de ﬂexion
κ˙ :
ε˙αβ = ε˙mαβ + x3κ˙αβ (D.1)
avec
ε˙mαβ =
1
2
(u˙α,β + u˙β,α) +
1
2

φ˙αφβ + φαφ˙β

(D.2)
κ˙αβ =
1
2

φ˙α,β + φ˙β,α

(D.3)
Hypothe`se 81 Les de´formations e´lastiques sont ne´glige´es.
Hypothe`se 82 La the´orie de plasticite´ utilise´e est la the´orie de l’e´coulement plastique.
On introduit de´sormais les e´quations de´ﬁnissant l’e´quilibre conside´re´.
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D.1.1 Loi d’e´crouissage
La loi d’e´crouissage choisie est :
σ¯ = σ0y + k (ε0 + εp)n
·
ε
m
(D.4)
D.1.2 La the´orie de l’e´coulement : De´ﬁnition de surfaces de
charges
On travaille avec les contraintes ge´ne´ralise´es, pour cela on utilise le crite`re de charge
de Ilyushin. Soit φ la surface de charge de´ﬁnie par :
φ

σ, σy

= σ2

σ

− σ2y (εp) = 0 (D.5)
Dans le cas de contraintes ge´ne´ralise´es, la surface de charge peut s’e´crire de manie`re
ge´ne´rale :
φ

σ, σy

= {σ}g T [F ] {σ}g − σ2y (εp) = 0 (D.6)
La contrainte e´quivalente associe´e est donne´e par
σ =
t
{σ}g T [F ] {σ}g (D.7)
avec
F =

 [H]
√
3s
γ [H]√
3s
γ [H]
1
(γ/6)2 [H]

 (D.8)
ou` s =
{N}T [H] {M}

{N}T [H] {M}
Remarque 83 Le parame`tre s est inde´termine´ pour {N}T [H] {M} = 0. Pour lever cette
225
D.1. De´ﬁnition de l’e´quilibre me´canique
inde´termination, Zeng et al. [Zeng 01] proposent d’imposer s = 0 lorsque
{N}T [H] {M}
 <
ε avec ε = 10−4max

{N}T [H] {N} , {N}T [H] {M}

.
On choisit le tenseur d’orthotropie de Hill48 comme tenseur de comportement H.
Sous forme matricielle, ce tenseur est fonction des coeﬃcients de Lankford r0, r45, r90 :
H =


H11 = 1 H12 = − r01+r0 0
H21 = H12 H22 =
r0
1+r0
1+r90
r90
0
0 0 H33 =
(r0+r90)(2r45+1)
r90(1+r0)

 (D.9)
Le parame`tre γ intervenant dans l’expression de F est de´termine´ par :
4γ = 1− 1
3
exp

−4 hE
3σ0y
κ¯P

(D.10)
ou` κ¯p est la courbure plastique e´quivalente telle que :
κ¯P =
v
4
3

κp2x + κp2y + κpxκpy +
1
4
κp2xy

(D.11)
La loi de normalite´ permet de relier le tenseur des taux de de´formations ge´ne´ralise´es au
tenseur des contraintes ge´ne´ralise´es par la relation :
q
·ε
prg
=
·
λ ∂φ∂ {σ}g (D.12)
L’utilisation de l’e´quivalence en travaux permet de de´duire le mutiplicateur plastique
·
λ :
λ˙ = 1
2
·
ε
p
σy
(D.13)
On obtient alors
q
·ε
p
rg
=
1
2
·
ε
p
σy
[F ] {σ}g (D.14)
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Que l’on peut re´e´crire :



·ε
m
xx
·ε
m
yy
·ε
m
xy
h κ˙xx
h κ˙yy
h κ˙xy



=
1
2
·
ε
p
σ¯ [F ]



Nxx
Nyy
Nxy
Mxx
Myy
Mxy



(D.15)
La forme matricielle du tenseur F est alors donne´e par
F =


H11 H12 0
√
3s
γ H11
√
3s
γ H12 0
H12 H22 0
√
3s
γ H12
√
3s
γ H22 0
0 0 H33 0 0
√
3s
γ H33√
3s
γ H11
√
3s
γ H12 0
1
(γ/6)2H11
1
(γ/6)2H12 0√
3s
γ H12
√
3s
γ H22 0
1
(γ/6)2H12
1
(γ/6)2H22 0
0 0
√
3s
γ H33 0 0
1
(γ/6)2H33


(D.16)
Remarque 84 Dans le cas ou` s = 0, l’expression matricielle de F se simpliﬁe en une
matrice diagonale par blocs. Ce cas correspond a` un de´couplage entre les contraintes
ge´ne´ralise´es et les moments, c’est a` dire entre les eﬀets dus aux de´formations mem-
branaires et aux de´formations de ﬂexion.
D.1.3 Les e´quations d’e´quilibre
L’e´quilibre d’une plaque soumise a` une pression interne p est donne´ par
−−−→
divN = 0 (D.17)
−−−−→
div (M) =
−→
Q (D.18)
div div
−→
Q +N : κ = −p (D.19)
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avec
−→
Q = h

 H44

φ1 + u3,1

H55

φ2 + u3,2



D.1.4 Les e´quations de compatibilite´ des taux de de´formations
Les e´quations de compatibilite´ s’expriment sous la forme :
rot(rot(ε˙)) = 0 (D.20)
De par l’expression du tenseur des taux de de´formations, on en de´duit :
rot(rot(ε˙m)) = 0 (D.21)
rot(rot(κ˙)) = 0 (D.22)
D.1.5 L’e´quation d’incompressibilite´
Cette e´quation s’exprime pour les taux de de´formations sous la forme :
trace(ε˙) = 0 (D.23)
On en de´duit
trace(ε˙m) = 0 (D.24)
D.2 Perturbation de l’e´quilibre
D.2.1 Principe
Le principe est le meˆme que dans la partie 3 du second chapitre. On introduit un
perturbation δU = δU0 −→f (x, t) avec δU0 l’amplitude de la perturbation et f(x, t) une
fonction comprenant les parties spatiale et temporelle de la perturbation. La solution U0
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de l’e´quilibre, de´ﬁni par les e´quations D.4, D.7, D.15, D.17, D.19, D.18, D.21, D.22, D.24,
doit ve´riﬁer un syste`me non line´aire que l’on note :
A(U0) = 0 (D.25)
La solution perturbe´e de l’e´quilibre (D.25) ve´riﬁe :
A (U0 + δU) = 0 (D.26)
Les perturbations du second ordre sont ne´glige´es. Ainsi le syste`me non-line´aire perturbe´
(D.26) devient :
A (U0) +MδU0 = 0 (D.27)
avec M une matrice de´pendant des variables internes U0 mais e´galement des parame`tres
en espace et en temps de la perturbation. En utilisant le fait que U0 ve´riﬁe (D.25), on
obtient alors l’e´quation d’instabilite´ suivante :
MδU0 = 0 (D.28)
Cette e´galite´ est ve´riﬁe´e pour tout δU0 9= 0 si et seulement si det(M) = 0. Si δU0 ≡ 0
cela revient a` dire que l’e´quilibre n’a pas e´te´ perturbe´.
D.2.2 De´ﬁnition de la fonction de perturbation
Suivant le meˆme raisonnement que To´th et al. [To´th 96] et Neale et Tugcu [Neale 90],
on de´ﬁnit la pertubation sous la forme :
f(x, t) = ei ξ
−→x .−→n eηt (D.29)
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avec −→n =


0
0
sin
λ
l
(cos (α)x1 + sin (α) x2)


 ou` l est la longueur de la plaque con-
side´re´e et λ est un nombre d’onde, α repre´sente l’angle entre la direction 1 et la di-
rection du pli, et ou` η ∈ C, ξ ∈ R. La fonction de perturbation se re´sume alors a`
f(x, t) = ei ξx
3 sin(λl (cos(α)x1+sin(α)x2))eηt.
D.2.3 E´quations perturbe´es
On perturbe les e´quations dans l’ordre indique´ pre´ce´demment. La fonction de per-
turbation f (x, t) est telle que f (x, t),α = g,α (x, t) f (x, t). On notera les composantes
g,α (x, t), gα par commodite´. Ainsi on a f (x, t),α = g,α f (x, t).
Perturbation des taux de rotations
Pour e´viter que le syte`me soit inde´termine´, on remarque que :
κ˙αβ =
1
2

φ˙α,β + φ˙β,α

(D.30)
La perturbation de ces e´quations donne :
δκ˙αβ =
1
2

δφ˙αg,β + δφ˙βg,α

(D.31)
On en de´duit :
δφ˙01 g,1 = δκ˙011 (D.32)
δφ˙02 g,2 = δκ˙022 (D.33)
δφ˙02 g,1 + δφ˙
0
1 g,2 = 2δκ˙012 (D.34)
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Loi d’e´crouissage
La loi d’e´crouissage apre`s perturbation et line´arisation devient :
σ¯0 + δσ¯0f(x, t) = k

ε0 + εp 0 + δεp 0f(x, t)
n

·
ε
0
+δ
·
ε
0
f(x, t)
m
(D.35)
On line´arise l’e´quation en ne´gligeant les termes du second ordre :
δσ¯0f(x, t) = k

n

ε0 + εp 0
n−1 ·ε
0 m
δεp 0f(x, t) +m

ε0 + εp 0
n ·ε
0 m−1
δ
·
ε
0
f(x, t)

(D.36)
soit encore :
ηδσ¯0 − σ¯0
#
n
(ε0 + εp 0)
+ ηm
·
ε
0
$
δ
·
ε
0
= 0 (D.37)
En notant que δε = 1ηδ
·
ε
Contrainte e´quivalente
La contrainte e´quivalente se perturbe sous la forme :
σ¯0 + δσ¯0f(x, t) =
t
({σ}g + {δσ0}g f (x, t))T [F + δF 0f (x, t)] {σ}g + {δσ0}g f (x, t)
(D.38)
avec [F + δF ] = [F 0] +

 [0] [δF
0
12]
[δF 012] [δF 022]

 f (x, t)
ou encore [F + δF ] =


[H]
√
3 (s0 + δs0f (x, t))
γ0 + δγ0f (x, t) [H]√
3 (s0 + δs0f (x, t))
γ0 + δγ0f (x, t) [H]
36
γ0 + δγ0f (x, t) [H]


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Pour des commodite´s de calcul, on e´leve au carre´ :

σ¯0 + δσ¯0f(x, t)
2
=

{σ}g +

δσ0
g
f (x, t)
T 
F + δF 0f (x, t)

{σ}g +

δσ0
g
f (x, t)
(D.39)
Apre`s line´arisation, on obtient :
−2σ¯0δσ¯0 + {σ}g T

F 0
 
δσ0
g
+

δσ0
g T 
F 0
 
σ0
g
+

σ0
g T δF 0
 
σ0
g
= 0
(D.40)
En utilisant la syme´trie de la matrice F on a alors :
−2σ¯0δσ¯0 + 2 σ¯
0
·
ε¯
0

ε˙0
g T δσ0
g
+

δσ0
g T 2 σ¯0
·
ε¯
0

ε˙0
g
+

σ0
g T δF 0
 
σ0
g
= 0
(D.41)
Soit encore
−2σ¯0δσ¯0 + 4 σ¯
0
·
ε¯
0

ε˙0
g T δσ0
g
+

σ0
g T δF 0
 
σ0
g
= 0 (D.42)
En utilisant la valeur de [δF 0] donne´e plus bas, on se rame`ne a` :
−2σ¯0δσ¯0 + 4 σ¯
0
·
ε¯
0

ε˙0
g T δσ0
g − δγ
0
γ0

σ0
g T
([F ]− [F ∗])

σ0
g
= 0 (D.43)
Ce qui donne
−2σ¯0δσ¯0 + 4 σ¯
0
·
ε¯
0

ε˙0
g T δσ0
g − δγ
0
γ0

σ¯0 2 − σ¯∗ 2

= 0 (D.44)
ou` σ¯∗ 2 est la de´ﬁnition de la contrainte e´quivalente usuelle : σ¯∗ 2 =

σ0
g T
([F ∗])

σ0
g
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Tenseur de la loi de comportement
On a indique´ pre´ce´demment que le tenseur F sous sa forme matricielle se perturbe
de la manie`re suivante :

F 0

+ δF =


[H]
√
3 (s0 + δs0f (x, t))
γ0 + δγ0f (x, t) [H]√
3 (s0 + δs0f (x, t))
γ0 + δγ0f (x, t) [H]
36
γ0 + δγ0f (x, t) [H]

 (D.45)
On a :

F 012

+

δF 012

f (x, t) =
√
3 (s0 + δs0f (x, t))
γ0 + δγ0f (x, t) [H] (D.46)

F 022

+

δF 022

f (x, t) =
36
γ0 + δγ0f (x, t) [H] (D.47)
D’ou`
γ0

δF 012

+

F 012

δγ0 −
√
3 [H] δs0 = 0 (D.48)
γ0

δF 022

+

F 022

δγ0 = 0 (D.49)
Les perturbations des coeﬃcients s et γ sont quand a` elles donne´es par :
s0 + δs0f (x, t) =
{N0 + δN0f (x, t)}T [H] {M0 + δM0f (x, t)}

{N0 + δN0f (x, t)}T [H] {M0 + δM0f (x, t)}
(D.50)
γ0 + δγ0f (x, t) = 1− 1
3
exp

−(h
0 + δh0f (x, t))E
3σ0y

κ¯P 0 + δκ¯P 0f (x, t)

(D.51)
Un proble`me apparaˆıt pour la perturbation de s0. On constate rapidement que s0 +
δs0f (x, t) = ±1 lorsque {N0 + δN0f (x, t)}T [H] {M0 + δM0f (x, t)} est de´termine´ ( 9=
0). Les perturbations e´tant tre`s petites devant la solution homoge`ne, la perturbation δs
ne doit modiﬁer que mode´re´ment s0, or il apparaˆıt, d’apre`s la de´ﬁnition de la solution ho-
moge`ne et de la solution perturbe´e, que δs ne peut prendre que 5 valeurs : −2,−1, 0, 1, 2.
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Parmi toutes ces valeurs, seule la solution nulle convient pour obtenir une petite per-
turbation devant la solution homoge`ne.En choisissant de poser δs = 0, cela revient a`
conside´rer que le couplage entre la solution homoge`ne et la solution perturbe´e n’est pas
modiﬁe´, ce qui semble eˆtre une hypothe`se acceptable.
On obtient alors :
δs0 = 0 (D.52)
4δγ0f (x, t) = 1− 4γ0 − 1
3
e

− 4E
3σ0y
h0κ¯P 0

e

− 4E
3σ0y
κ¯P 0δh0f(x,t)

e

− 4E
3σ0y
h0δκ¯P 0f(x,t)

(D.53)
Apre`s line´arisation, on a :
3σ0y
E (1− 4γ0)δγ
0 − κ¯P 0δh0 − h0δκ¯P 0 = 0 (D.54)
Il reste a` perturber le taux de courbure e´quivalent :
−3κ¯P 0δκ¯P 0 + 2

2κp 011 + κp 022

δκp 011 + 2

κp 011 + 2κp 022

δκp 022 + κp 012 δκp 012 = 0 (D.55)
Les perturbations des composantes du tenseur de courbure s’expriment en fonction
des perturbations des taux de courbures par :
δκp 0αβ =
1
η δ κ˙
p 0
αβ (D.56)
L’e´quation D.55 devient alors :
−3ηκ¯P 0δκ¯P 0 + 2

2κp 011 + κp 022

δκ˙p 011 + 2

κp 011 + 2κp 022

δκ˙p 022 + κp 012 δκ˙p 012 = 0 (D.57)
On exprime cette e´quation en fonction des taux de rotations :
−3ηκ¯P 0δκ¯P 0 +

2g,1

2κp 011 + κp 022

+
κp 012
2
g,2

δφ˙ 01 +

2g,2

κp 011 + 2κp 022

+
κp 012
2
g,1

δφ˙ 02 = 0
(D.58)
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La perturbation de la matrice de comportement s’e´crit alors en fonction de la pertur-
bation de la variable γ :
δF 0 = −δγ
0
γ0


0 0 0
√
3s
γ H11
√
3s
γ H12 0
0 0 0
√
3s
γ H12
√
3s
γ H22 0
0 0 0 0 0
√
3s
γ H33√
3s
γ H11
√
3s
γ H12 0
1
(γ/6)2H11
1
(γ/6)2H12 0√
3s
γ H12
√
3s
γ H22 0
1
(γ/6)2H12
1
(γ/6)2H22 0
0 0
√
3s
γ H33 0 0
1
(γ/6)2H33


(D.59)
Ce qui peut se re´e´crire :
δF 0 = −δγ
0
γ0 ([F ]− [F
∗]) (D.60)
avec [F ∗] =


H11 H12 0 0 0 0
H12 H22 0 0 0 0
0 0 H33 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


(D.61)
Loi de comportement
Apre`s perturbation et line´arisation, la loi de comportement devient :
2 {ε˙}g δσ¯0 + 2σ¯0

δε˙0
g − δ ·ε¯
p 0 
F 0
 
σ0
g− ·ε¯
p 0 
δF 0
 
σ0
g− ·ε¯
p 0 
F 0
 
δσ0
g
= 0
(D.62)
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Soit encore
2 {ε˙}g δσ¯0 + 2σ¯0

δε˙0
g − 2σ¯
0 {ε˙}g
·
ε¯
p 0 δ
·
ε¯
p 0
− ·ε¯
p 0 
δF 0
 
σ0
g− ·ε¯
p 0 
F 0
 
δσ0
g
= 0
(D.63)
En utilisant la simpliﬁcation de la perturbation du tenseur de comportement, on a :
2 {ε˙}g δσ¯0 + 2σ¯0

δε˙0
g − 2σ¯
0 {ε˙}g
·
ε¯
p 0 δ
·
ε¯
p 0
+

2σ¯
0
γ0 {ε˙}
g −
·
ε¯
p 0
γ0 [F
∗]

σ0
g

 δγ0− ·ε¯
p 0 
F 0
 
δσ0
g
= 0 (D.64)
E´quations d’e´quilibre, d’incompressibilite´ et de compatibilite´
La perturbation des termes de membrane ne pose aucune diﬃculte´ et est imme´diate.
Par contre, on remarque que pour les termes de ﬂexion on a :



ε˙4
ε˙5
ε˙6



g
=



(h0 + δh0f (x, t))

κ˙011 + δκ˙011f (x, t)

(h0 + δh0f (x, t))

κ˙022 + δκ˙022f (x, t)

(h0 + δh0f (x, t))

κ˙012 + δκ˙012f (x, t)




(D.65)
Ce qui donne apre`s line´arisation :



δε˙04
δε˙05
δε˙06



g
= h0



δκ˙011
δκ˙022
δκ˙012



+ δh0



κ˙011
κ˙022
κ˙012



(D.66)
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Soit encore



δε˙04
δε˙05
δε˙06



g
= h0



g,1δφ˙
0
1
g,2δφ˙
0
2
1
2

g,2δφ˙
0
1 + g,1δφ˙
0
2




+ δh0



κ˙011
κ˙022
κ˙012



(D.67)
Les e´quations d’e´quilibre se perturbent aise´ment, on obtient alors :
div (δN) = δN0αβg,β = 0 (D.68)
div (δM) = δM0αβ g,β =
δh0
h0
Q0α + h
0Lαβδ φ˙
0
β + h
0Lαβ g,βδ u˙03 (D.69)
divdiv (δM) + δN κ˙+N δ κ˙ = δM0αβ gα,β + δN0αβ κ˙0αβ +N0αβ
1
2

δφ˙0αg,β + δφ˙
0
βg,α

= 0(D.70)
E´tant donne´ que l’on ne´glige les taux de de´formations transverses, les e´quations de
compatibilite´ se re´duisent a` :
ε˙m11,22 + ε˙m22,11 = 2ε˙m12,12 (D.71)
κ˙11,22 + κ˙22,11 = 2κ˙12,12 (D.72)
Ce qui apre`s perturbation se traduit par :
δε˙m 011 g,22 + δε˙m 022 g,11 = 2δε˙m 012 g,12 (D.73)
δκ˙011f (x, t),22 + δκ˙022f (x, t),11 = 2δκ˙012f (x, t),12 (D.74)
L’e´quation de compatbilite´ des taux de courbure est redondante avec l’expression des
taux de rotations, on ne se sert donc pas de cette dernie`re e´quation.
Dans le domaine plastique, le mate´riau est suppose´ incompressible :
δε˙m 0ii = 0 (D.75)
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Ce qui s’e´crit encore :
δε˙m 011 + δε˙m 022 +
η
h0
δh0 = 0 (D.76)
En remarquant que δε33 est approche´ par δε33 =
δh0
h0
et que l’on a ηδε33 = δ ε˙33. La
matrice M s’e´crit alors :
M =


η
2
·
ε¯ (β1η + β2)
2 σ¯ 01×7 0 0 0 0 0 0 01×5
M11 M12 M13 M14 M15 0 0 02×1 02×1 02×5
0 0 01×7 0 −3η κ¯ a1 a2 0 0 01×5
M21 M22 M23 06×1 06×1 06×1 06×1 M24 M25 M26
03×1 03×1 03×7 M31 03×1 M32 M33 03×1 03×1 M34
02×1 02×1 M41 02×1 02×1 02×1 02×1 02×1 02×1 02×5
03×1 03×1 M51 M52 03×1 M53 M54 03×1 03×1 M55
0 0 01×7 0 0 0 0 g,22 g,11 M61
0 0 01×7
η
h
0 0 0 1 1 01×5


(D.77)
ou` 0i×j est la matrice nulle de dimension (i × j) et ou` l’on a :
— M11 =

 − σ¯
0

,M12 =

 0
0

,M13 =


4σ¯
3
·
ε¯
ε˙1 4σ¯
3
·
ε¯
ε˙2 4σ¯
3
·
ε¯
ε˙3 4σ¯
3
·
ε¯
ε˙4 4σ¯
3
·
ε¯
ε˙5 4σ¯
3
·
ε¯
ε˙6 − σ¯−σ¯∗γ
0 0 0 0 0 0
3σ0y
E(1−4γ)

,
M14 =

 0
−κ¯

, M15 =

 0
−h


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— M21 =M22 =


ε˙1
ε˙2
ε˙3
ε˙4
ε˙5
ε˙6


,
— M23 =


− ·ε¯ F11 −
·
ε¯ F12 0 −
·
ε¯ F14 −
·
ε¯ F15 0 b1
− ·ε¯ F12 −
·
ε¯ F22 0 −
·
ε¯ F15 −
·
ε¯ F24 0 b2
0 0 − ·ε¯ F33 0 0 −
·
ε¯ F36 b3
− ·ε¯ F14 −
·
ε¯ F15 0 −
·
ε¯ F44 −
·
ε¯ F45 0 b4
− ·ε¯ F15 −
·
ε¯ F24 0 −
·
ε¯ F45 −
·
ε¯ F55 0 b5
0 0 − ·ε¯ F36 0 0 −
·
ε¯ F66 b6


— M24 =


2 σ¯
0
0
0
0
0


, M25 =


0
2 σ¯
0
0
0
0


, M26 =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
2 σ¯ 0 0 0 0
0 2 σ¯ 0 0 0
0 0 2 σ¯ 0 0
0 0 0 2 σ¯ 0


— M31 =


κ˙011
κ˙022
2κ˙012

, M32 =


h0g,1
0
h0g,2

, M33 =


0
h0g,2
h0g,1

,
— M34 =


0 −1 0 0 0
0 0 −1 0 0
0 0 0 −2 0


— M41 =

 g,1 0 g,2 0 0 0 0
0 g,2 g,1 0 0 0 0


239
D.2. Perturbation de l’e´quilibre
— M51 =


0 0 0 g,1 0 g,2 0
0 0 0 0 g,2 g,1 0
κ˙011 κ˙022 2κ˙012 g,11 g,22 2g,12 0

, M52 =


−Q1
h
−Q2
h
0

,
— M53 =


−hL11
0
N011g,1 +N
0
12g,2


— M54 =


0
−hL22
N012g,1 +N
0
22g,2

, M55 =


0 0 0 0 −hL11g,1
0 0 0 0 −hL22g,2
0 0 0 0 0


— M61 =

−2g,12 0 0 0 0

et
— β1 =
m
·
ε
0 σ¯
— β2 =
n
(ε0 + εp 0)
σ¯
— a1 = 2g,1

2κp 011 + κp 022

+
κp 012
2
g,2
— a2 = 2g,2

κp 011 + 2κp 022

+
κp 012
2
g,1
— bi =

2σ¯0
γ0 ε˙
g
i −
·
ε¯
p 0
γ0 F
∗
ijσ0gj

D.2.4 Recherche d’instabilite´
On utilise la de´ﬁnition de la fonction de perturbation (D.29) pour perturber l’e´quilibre
(D.25). Dans ce cas, la matrice M de l’e´quation d’instabilite´ (D.28) est de´pendante du
nombre d’onde λ et de la longueur l et du parame`tre η. Du fait que l’amplitude de la
perturbation doit eˆtre non-nulle, on a vu que l’e´quation (D.28) se rame`ne a` :
det (M (λ, l, η, U0)) = 0 (D.78)
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On peut montrer que dans le cas ou` l’e´quilibre est donne´ par (D.25), l’e´quation (D.78)
peut s’e´crire comme un polynoˆme en η :
Aη3 +Bη2 + Cη +D = 0 (D.79)
ou` les coeﬃcients A, B, C,D de´pendent de U0, λ, l et sont donne´s par :
A = −3 κ¯
h
#
det

N01

−
·
ε¯ β1
σ¯ det

N −σ¯1

$
B = 3κ¯ det

N02

− 3κ¯ det

N03

− a1
h
det

O01

+
a2
h
det

P 01

−

3κ¯ det (N σ¯2 )− 3κ¯ det

N −σ¯3

− a1
h
det

O−σ¯1

+
a2
h
det

P− σ¯1
 ·ε¯ β1
σ¯
+ 3
·
ε¯ β2
σ¯
κ¯
h
det

N −σ¯1

C = a1 det

O02

− a1 det

O03

− a2 det

P 02

+ a2 det

P 03

−

a1 det

O−σ¯2

− a1 det

O−σ¯3

− a2 det

P −σ¯2

+ a2 det

P− σ¯3
 ·ε¯ β1
σ¯
−

3κ¯det (N σ¯2 )− 3κ¯det

N −σ¯3

− a1
h
det

O−σ¯1

+
a2
h
det

P− σ¯1
 ·ε¯ β2
σ¯
D = −
·
ε¯ β2
σ¯

a1 det

O−σ¯2

− a1 det

O−σ¯3

− a2 det

P −σ¯2

+ a2 det

P− σ¯3

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avec Nα1 =


Mα1 M13 0 0 02x1 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 M24 M25 M26
03x1 03x7 M32 M33 03x1 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 M53 M54 03x1 03x1 M55
0 01x7 0 0 g,22 g,11 M61


Nα2 =


Mα1 M13 M14 0 0 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 06x1 M25 M26
03x1 03x7 M31 M32 M33 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 M52 M53 M54 03x1 M55
0 01x7 0 0 0 g,11 M61


Nα3 =


Mα1 M13 M14 0 0 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 06x1 M24 M26
03x1 03x7 M31 M32 M33 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 M52 M53 M54 03x1 M55
0 01x7 0 0 0 g,22 M61


Oα1 =


Mα1 M13 M15 0 02x1 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 M24 M25 M26
03x1 03x7 03x1 M33 03x1 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 03x1 M54 03x1 03x1 M55
0 01x7 0 0 g,22 g,11 M61


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Annexe D. Obtention d’un crite`re de plissement par analyse de stabilite´ du ﬂux de
matie`re
Oα2 =


Mα1 M13 M14 M15 0 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 06x1 M25 M26
03x1 03x7 M31 03x1 M33 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 M52 03x1 M54 03x1 M55
0 01x7 0 0 0 g,11 M61


O3 =


Mα1 M13 M14 M15 0 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 06x1 M24 M26
03x1 03x7 M31 03x1 M33 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 M52 03x1 M54 03x1 M55
0 01x7 0 0 0 g,22 M61


P α1 =


Mα1 M13 M15 0 02x1 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 M24 M25 M26
03x1 03x7 03x1 M32 03x1 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 03x1 M53 03x1 03x1 M55
0 01x7 0 0 g,22 g,11 M61


P α2 =


Mα1 M13 M14 M15 0 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 06x1 M25 M26
03x1 03x7 M31 03x1 M32 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 M52 03x1 M53 03x1 M55
0 01x7 0 0 0 g,11 M61


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P α3 =


Mα1 M13 M14 M15 0 02x1 02x5
M22 M23 06x1 06x1 06x1 M24 M26
03x1 03x7 M31 03x1 M32 03x1 M34
02x1 M41 02x1 02x1 02x1 02x1 02x5
03x1 M51 M52 03x1 M53 03x1 M55
0 01x7 0 0 0 g,22 M61


ou` Mα1 =



M11 pour α = − σ¯
M12 pour α = 0
La re´solution de (D.79) permet d’obtenir les diﬀe´rentes racines η du polynoˆme dans
l’espace des complexes.En utilisant la fonction f de´ﬁnie par D.29 pour perturber l’e´quilibre
initial, on constate rapidement que :
δU = δU0f (x, t) t→+∞→ ∞ lorsque Re (η) > 0 (D.80)
δU = δU0f (x, t) t→+∞→ 0 lorsque Re (η) < 0 (D.81)
L’e´quilibre e´tudie´ est asymptotiquement instable et donc instable si Re (η) > 0.
L’obtention d’un crite`re analytique semble pour l’instant illusoire. Une validation sur
un cas simple est donc a` envisager.
Par contre, l’implantation de ce crite`re dans une simulation e´le´ments ﬁnis peut eˆtre
eﬀectue´e. Mais le calcul du crite`re tel qu’il est de´ﬁni ici demande un temps de calcul
non-ne´gligeable. Des travaux ulte´rieurs devraient donc ame´liorer la partie calculatoire de
ce crite`re en vue d’une implantation dans un code de simulation.
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Résumé
Les travaux de recherche concernent le développement et la mise en œuvre de nouveaux
critères de détection des défauts de striction localisée/éclatement et de plissement/flambage lors
de procédés d’emboutissage et d’hydroformage de structures minces.
La striction est considérée comme une instabilité du flux de matière. Elle est modélisée via
une Analyse Linéaire de Stabilité (ALS) par méthode de perturbation étendue à un état
tridimensionnel.  Ainsi, de nouveaux modes de striction sont repérés. De plus, le critère initial est
amélioré par la détermination rigoureuse du seuil d’instabilité différenciant l’instabilité effective de
l’instabilité absolue. Des Courbes Limites de Formage sont construites pour étudier l’influence de
paramètres de comportement matériel sur l’apparition de la striction/éclatement. Enfin l’ALS
appliquée à une plaque e flexion pure montre que les défauts observés ne sont pas dus à un
phénomène de striction.
Concernant le plissement, ce défaut semble plus correspondre à un problème de
bifurcation qu’à un problème d’instabilité. Dans cet ouvrage, une nouvelle analyse basée sur
l’équilibre d’une plaque est développée. De plus, l’analyse qualitative de Nordlund et Häggblad est
reprise. Enfin, un nouveau critère basé sur une méthode de perturbation est développé en annexe.
Les modélisations présentées pour la détection de striction/éclatement et de
plissement/flambage ont été intégrées dans le code POLYFORM de simulation par éléments
finis des procédés d’emboutissage et d’hydroformage. L’influence des paramètres de procédés et
de comportement matériel sur la prédiction des défauts lors de simulations est présentée. La
validation expérimentale des prédictions est réalisée pour un procédé d’hydroformage oscillant.
L’influence des paramètres de ce procédé sur l’apparition de défauts est également observée.
Mots Clés : Striction Localisée, Plissement, Eclatement, Flambage,
Bifurcation, Stabilité, Hydroformage, Emboutissage.
Abstract
The work carried out the development of new criteria for the detection of necking/bursting
and wrinkling/buckling defects during hydroforming and stamping of thin components.
Localised necking is looked as an instability of material flow. To predict such instability, a
Linear Stability Analysis (LSA) by perturbation method is chosen. The initial 2D approach has been
extended to a more realistic 3D modelling. This analysis allows considering new instability modes.
Moreover, the developed criterion has been improved by the determination of the instability
threshold that differentiates absolute instability and effective instability. Forming Limit Curves are
built to look at the influence of some material parameters on tensile defects. The LSA applied to a
pure bending test shows that necking can not occur on such a test.
About wrinkling, this defect does not seem to be an instability phenomenon but a bifurcation
one. In this work, a new analysis based on plate equilibrium is developed. Moreover, the Nordlund
& Häggblad qualitative analysis is considered. A third criterion has been developed in annex.
The necking/bursting and wrinkling/buckling analyses have been integrated in the
simulation code POLYFOFORM. The influence of stamping and hydroforming processes and
material parameters on the defects prediction during simulation is shown. Experimental validation
of the prediction has been realised on a tube hammering hydroforming process. The influence of
the new process parameters on defects occurrence is looked at.
Keywords : Localised Necking, Wrinkling, Bursting, Buckling, Bifurcation,
Stability, Hydroforming, Stamping
